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Processamento de sinal como compressão de informação

Nas ciências da natureza e na experiência diária os sinais que
recebemos não são, em geral, reconhecidos na sua forma original.
Precisamos de extrair deles padrões inteligíveis.

Exemplos: As ondas do mar, a extração dos ritmos (análise de
frequência), etc.

A extração de padrões é compressão de informação. É um paradigma
que parece ser comum a todos os seres vivos. Quanto mais complexo
o sinal, mais difícil a extração dos padrões.

As experiências de Ryabko e Reznikova (arXiv: 0912.4649)
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Aprendizagem e transmissão de informação
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Aprendizagem e transmissão de informação
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Análise de sinal e transformações integrais

Transformações integrais
Transformações lineares: Fourier, Wavelets, Hilbert, ...
Transformações bilineares: Wigner-Ville, Bertrand, ...
Formulação geral
Consideremos os sinais f (t) como vectores jf i num espaço (Hilbert,
nuclear, etc.)
Seja jhi um vector de referência e fU(α)g uma família de operadores que
aplicados a jhi geram uma base completa (no espaço de Hilbert ou no
dual do espaço nuclear).
Uma transformada linear é simplesmente a projeção do sinal nessa base,
isto é

F (ω) = (U (ω) h, f ) =
Z
dtU (ω) h (t) f (t)

Para a transformada de Fourier

h = 1
U (ω)7�! U (ω) 1 = e iωt

A transformada de Fourier extrai as periodicidades existentes no sinal.
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Análise de sinal e transformações integrais

Para as wavelets h (x) é por exemplo

e U é o operador que translata e expande ou comprime esta função:
U (a, b) h (t) = 1p

ah
� t�b
a

�
F (a, b) =

1p
a

Z
h
�
t � b
a

�
f (t) dt
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Transformadas lineares e bilineares

Transformadas bilineares W (t,ω) = (U (t,ω) f , f )
Exemplo: Transformada de Wigner-Ville

W (t,ω) =
Z
f �
�
t +

τ

2

�
f
�
t � τ

2

�
e�iωτdτ

Wigner-Ville dum chirp: exp(it (ω0 + tα))
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Transformadas lineares e bilineares

- As transformadas bilineares tentam obter informação simultânea no
tempo e na frequência. Porém estas são informações incompatíveis.
- A informação no tempo é necessariamente local, enquanto que uma
frequência bem de�nida corresponde a um sinal periódico ao longo de todo
o tempo. Em termos de operadores o tempo está associado a t a
frequencia a d

dt

t fδ (t � a)g = a fδ (t � a)g

i
d
dt

�
e�iωt

	
= ω

�
e�iωt

	
- A incompatibilidade de informação precisa e simultânea no tempo e na
frequência resulta da não-comutatividade de t e d

dt

d
dt
t = t

d
dt
+ 1 6= t d

dt

Isto signi�ca que não é possível ter uma imagem precisa do plano t �ω,
porém nada nos impede de explorar este plano numa direção de cada vez.
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Tomograma tempo-frequência

Somos assim levados a uma abordagem tomográ�ca (não-comutativa)
associada ao operador B (µ, ν) = µt + iν d

dt
Tomograma ou transformada tomográ�ca

Mf (µ, ν,X ) = (f , δ (B (µ, ν)� X ) f ) = j(ψX , f )j
2

Mf (µ, ν,X ) é positivo, podendo ser interpretado como uma densidade de
probabilidade. Permite analizar os aspectos temporais e de frequência sem
os problemas de interpretação das transformadas bilineares.
- O tomograma tempo-frequência é uma projeção do sinal nos vectores
próprios do operador B (µ, ν) = µt + iν d

dt
B (µ, ν)ψ1 (µ, ν, t,X ) = Xψ1 (µ, ν, t,X )

ψ1 (µ, ν, t,X ) = exp i
�

µt2

2ν
� tX

ν

�

Mf (µ, ν,X ) =
1

2πjνj

����Z exp � iµt22 ν
� itX

ν

�
f (t) dt

����2
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Tomogra�a não-comutativa para outros pares de
operadores

Tomograma tempo-frequência

B1 = µt + iν
d
dt

Tomograma tempo-escala

B2 = µt + iν
�
t
d
dt
+
1
2

�
Tomograma frequência-escala

B3 = iµ
d
dt
+ iν

�
t
d
dt
+
1
2

�
Tomograma tempo-conforme

B4 = µt + iν
�
t2
d
dt
+ t
�
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Tomogramas associados ao grupo conforme

Vectores próprios destes operadores

B1ψ1 (µ, ν, t,X ) = Xψ1 (µ, ν, t,X )

ψ1 (µ, ν, t,X ) = exp i
�

µt2

2ν
� tX

ν

�
B2ψ2 (µ, ν, t,X ) = Xψ2 (µ, ν, t,X )

ψ2 (µ, ν, t,X ) =
1p
jtj
exp i

�
µt
ν
� X

ν
log jtj

�
B3ψ3 (µ, ν,ω,X ) = Xψ3 (µ, ν,ω,X )

ψ3 (µ, ν, t,X ) = exp (�i)
�

µ

ν
ω� X

ν
log jωj

�
B4ψ4 (µ, ν, t,X ) = Xψ4 (µ, ν, t,X )

ψ4 (µ, ν, t,X ) =
1
jtj exp i

�
X
νt
+

µ

ν
log jtj

�
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Tomogramas associados ao grupo conforme

Vectores próprios em µ = 0
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Tomogramas associados ao grupo conforme

Tempo-frequência

M1 (µ, ν,X ) =
1

2πjνj

����Z exp � iµt22 ν
� itX

ν

�
f (t) dt

����2
Tempo-escala

M2(µ, ν,X ) =
1

2πjνj

�����
Z
dt
f (t)p
jtj
e[i(

µ
ν t�

X
ν log jt j)]

�����
2

Frequência-escala

M3(µ, ν,X ) =
1

2πjνj

�����
Z
dω

f (ω)p
jωj

e[�i(
µ
ν ω� X

ν log jωj)]

�����
2

f (ω) = Transformada de Fourier de f (t)
Tempo-conforme

M4(µ, ν,X ) =
1

2πjνj

����Z dt f (t)jtj e[i( Xνt+ µ
ν log jt j)]

����2
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Os tomogramas exploram o plano tempo-frequência ao
longo de linhas diversas
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Os tomogramas exploram o plano tempo-frequência ao
longo de linhas diversas
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Aplicações

1 - Deteção e separação de pequenos sinais do ruído

Tempo-frequência, M1 (µ, ν;X )

µ =
cos θ

T
, ν =

sin θ

Ω

Exemplo: Sobreposição dum ruído com distribuição aleatória normal
na amplitude e na fase com um sinal sinusoidal da mesma amplitude
média, mas só durante o tempo 0.45� 0.55.
A relação sinal ruído é 1/10
Nas �guras seguintes mostra-se o sinal, a sua transformada de Fourier
e o tomograma Mf (s, µ, ν) (T = 1 and Ω = 1000)
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Deteção e separação de pequenos sinais do ruído
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Deteção e separação de pequenos sinais do ruído
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Deteção e separação de pequenos sinais do ruído
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Deteção e separação de pequenos sinais do ruído
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Deteção e separação de pequenos sinais do ruído

Conclusão: Vê-se claramente uma sequência de picos ligando um
tempo t � 50 a uma frequência ω � 200.
A assinatura que o sinal deixa no tomograma é uma manifestação do
facto que, apesar da sua baixa razão sinal-ruído, há um certo número
de direções no plano (t,ω) ao longo das quais a deteção é favorável.

Esta sequência de picos é �ável por causa da rigorosa interpretação
probabilística do tomograma M(θ,X ).
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Decomposição em componentes

A maioria dos sinais nas ciências da Natureza são não-estacionários e
provenientes de diversas fontes. A separação em componentes é
essencial para os tornar inteligíveis.

A noção de componente não é de�nida unicamente. Depende das
propriedades a que se quer dar maior enfâse.

Uma técnica possível: Separação de componentes utilizando o
comportamento do sinal no plano tempo-frequência. Usamos o
tomograma de tempo �nito

M(θ,X ) =

����Z f (t)ψθ,X (t) dt

����2 = j< f ,ψ >j2
em que

ψθ,X (t) =
1p
T
exp

��i cos θ

2 sin θ
t2 +

iX
sin θ

t
�

µ = cos θ, ν = sin θ.
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Decomposição em componentes

θ é um parametro que interpola entre os operadores do tempo e da
frequência, variando entre 0 e π/2.
Para todos os θ�s os operadores U(θ) são operadores unitáriamente
equivalentes, portanto as projeções em todos os níveis θ contêm a
mesma informação. A separação em componentes baseia-se na
procura de um valor de θ intermédio no qual exista um bom
compromisso entre a informação temporal e a de frequência.

Seleciona-se um subconjunto Xn tal que a família de funçõesn
ψθ,Xn (t)

o
seja ortogonal e normalizada. Isto é

< ψθ,Xn
ψθ,Xm

>= δm,n

Xn = X0 +
2nπ

T
sin θ

com X0 escolhido arbitrariamente (em geral considera-se X0 = 0)
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Decomposição em componentes

As projeções do sinal f (t) nesta família de funções

cθ
Xn (f ) =< f ,ψθ,Xn

>

são então usadas para supressão do ruído e separação de
componentes.
Supressão do ruído é feita eliminando os cθ

Xn (f ) tais que���cθ
Xn (f )

���2 � ε

para um dado ε

A análise de componentes é feita a partir da seleção de subconjuntos
Fk dos Xn�s e reconstruindo os sinais parciais (componentes) por
restrição da soma sobre os ψθ,Xn

(t)

fk (t) = ∑
n2Fk

cθ
Xn (f )ψθ,Xn

(t)

para cada Fk .
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Decomposição em componentes. Exemplos

y(t) = y1(t) + y2(t) + y3(t) + b(t)

y1 (t) = exp (i25t) , t 2 [0, 20]
y2 (t) = exp (i75t) , t 2 [0, 5]
y3 (t) = exp (i75t) , t 2 [10, 20]

O sinal (parte real)
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Decomposição em componentes. Exemplos

Separação em θ = π
5
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Decomposição em componentes. Exemplos

Reconstrução de y2 (t)
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Decomposição em componentes. Exemplos

Soma y(t) = y0(t) + yR (t) + b(t) de y0(t) com um chirp deformado
yR (t) com um atrazo de 3s e ruído branco adicionado

y0(t) = e iΦ0(t) yR (t) = e
iΦR (t)

Φ0(t) = a0t2 + b0t e ΦR (t) = aR (t � tR )2 + bR (t � tR ) + 10(t � tR )
3
2 .
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Decomposição em componentes. Exemplos

Comparação das derivadas de fase d
dtΦ0(t) and d

dtΦR (t). Exceptuando os
três primeiros segundos, o "espectro" dos sinais y0(t) e yR (t) é
prácticamente o mesmo. Separação em frequência impossível.
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Decomposição em componentes. Exemplos

Representação em frequência
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Decomposição em componentes. Exemplos

Tomograma do sinal
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Decomposição em componentes. Exemplos

Corte em θ = π
5
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Decomposição em componentes. Exemplos

Comparação das derivadas de fase das componentes reconstruídas com as
exactas
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Decomposição em componentes. Exemplos

Sinal de re�ectometria em plasmas
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Decomposição em componentes. Exemplos
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Decomposição em componentes. Exemplos

Tomograma do sinal de re�ectometria
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Decomposição em componentes. Exemplos

Corte em θ = π � π
5
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Decomposição em componentes. Exemplos
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Tomogra�a com um par adaptado

Escolher em B (µ, ν) = µt + νS , um operador S , especialmente
adaptado para detectar os padrões que se querem extrair do sinal.

Para construir S considera-se um conjunto de sequências temporais
de dimensão N, f�!x1 , � � � ,�!xk g, contendo os padrões típicos que se
pretende detectar no sinal. (Podem ser consideradas como as pálavras
de código que se pretende detectar no sinal).

Forma-se uma matrix k �N, U 2 Mk�N .

U =

0B@ x1(1∆t) x1(2∆t) . . . x1(N∆t)
...

...
...

xk (1∆t) xk (2∆t) . . . xk (N∆t)

1CA
tipicamente k < N.
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Tomogra�a com um par adaptado

Constroem-se as matrizes A = UTU 2 MN�N e B = UUT 2 Mk�k .

Diagonalização de A fornece k valores próprios 6= 0, (α1, � � � , αj ), e
os correspondentes vectores próprios ortogonais de dimensão N,
(Φ1, � � � ,Φk ), Φj 2 RN . Do mesmo modo, a diagonalização de B
fornece os mesmos k valores próprios e vectores próprios
(Ψ1, � � � ,Ψk ), Ψj 2 Rk . Por Gram-Schmidt podem obter-se os
restantes N � k vectores próprios formando uma base de RN , os
quais, neste contexto, são associados ao valor próprio zero.

O operador linear S construido a partir do conjunto de sinais típicos é

S =
k

∑
i=1

αiΦiΦt
i

S 2 MN�N .
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Tomogra�a com um par adaptado

Para o tomograma considera-se um operador B (µ, ν)

B (µ, ν) = µt + νS = µ

0BBB@
1∆t

2∆t
. . .

N∆t

1CCCA+ ν
k

∑
i=1

αiΦiΦt
i

B 2 MN�N .

Os vectores próprios de B (µ, ν) são as colunas da matriz que
diagonaliza B (µ, ν). As projeções do sinal nesses vectores próprios
são o tomograma adaptado ao par de operadores (t,S).
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Tomogra�a com um par adaptado. Um exemplo

Sinais com padrões típicos a detectar: um conjunto de 40 sinais gerados
contendo impulsos de duração ∆t = 10 e intensidade +1 ou �1. A
duração total de cada sinal é 200 unidades de tempo.
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Tomogra�a com um par adaptado

Os vectores próprios de B (θ) = t cos θ + S sin θ são usados para projectar
o sinal
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O grá�co no canto inferior direito corresponde à projeção nos vectores
próprios 185 a 200 no nível θ19 = 19π/40.
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Detectando "dust devils"

Dados experimentais da sonda Phoenix em Marte
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Processamento de sinal em grafos

Motivação: muitos sinais que requerem análise não são séries no
tempo mas sim sinais de�nidos num grafo
Redes sociais e económicas,
Redes de informação,
A internet e a WWW,
Redes epidemiológicas,
Redes moleculares ou de regulação de genes,
Redes de sensores,
Redes de transporte e eléctricas.

Representação e�ciente e análise dos dados ! Transformadas
em grafos
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Processamento de sinal em grafos

Dados: N elementos, com uma estrutura relacional

Esta informação é representada por um grafo G = (V ,A),
V = fv0, . . . , vN�1g é o conjunto dos vértices
A é a matriz de adjacência do grafo.
Cada elemento An,m de A é o peso dum lado dirigido de vm para vn
(real ou complexo)
Nn = fm j An,m 6= 0g é a vizinhança de vn
Um sinal num grafo é uma aplicação do conjunto V dos vértices no
corpo dos complexos C,

s =
�
s0 s1 . . . sN�1

�T
com o elemento sn indexado pelo vértice vn
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Série no tempo como um grafo

Lados dirigidos e com peso 1
Matrix de adjacência (exemplo N=5)

A =

0BBBB@
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

1CCCCA
Matrix Laplaciana : L = D�A
Duas alternativas para a construçaõ da tranformada de Fourier:
projeção no vectores próprios de A ou L
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Processamento de sinal em grafos

Se a matrix de adjacência não for simétrica podemos usar os vectores
próprios de AAT ou ATA, ou, em alternativa, usar a decomposição de
Jordan de A.

A = VJV�1

J =

0B@JR0,0(λ0) . . .
JRM�1,DM�1 (λM�1)

1CA
com os blocos de Jordan associados aos valores próprios de A

Jrm,d (λm) =

0BBBB@
λm 1

λm
. . .
. . . 1

λm

1CCCCA
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Processamento de sinal em grafos

As colunas da matriz V , que reduz A à sua forma de Jordan, são os
vectores próprios

(A� λm1)vm,d ,0 = 0

e os vectores próprios generalizados da cadeia de Jordan

(A� λm1)vm,d ,r = vm,d ,r�1

Estes vectores podem ser usados para projectar o sinal s obtendo-se assim
uma transformada�A bs = V�1s
e a inversa

s = V ŝ

Um aspecto inconveniente da decomposição de Jordan é o facto que em
geral os vectores usados na transformação não são ortogonais.
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Tomogra�a em grafos

Até aqui sinais em grafos foram representados ou como vectores no espaço
dos vértices ou como projeções no vectores próprios (ou vectores próprios
generalizados) da matriz de adjacência A. Os vectores no espaço dos
vértices podem ser considerados projeções nos vectores próprios dum
operador de vértice

T =

0BBBBBBBB@

1 0 0
... 0

0 e i
2π
N 0

... 0

0 0 e i
2π
N �2

... 0

� � � � � � � � � . . .
...

0 0 0 � � � e i
2π
N �(N�1)

1CCCCCCCCA
O tomograma para grafos corresponderá à projeção nos vectores próprios
de combinações lineares de T e A.
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Tomogra�a em grafos

O operador que gera o tomograma será

Bα = (1� α)T+ αA

α entre 0 e 1, ou
Quando se usar a decomposição de Jordan

Bθ = Tcos θ + VJθV
�1 � 1

com cada bloco de Jordan de A substituido por

Jrm,d (λm) =

0BBBB@
λsin θ
m sin θ

λsin θ
m

. . .

. . . sin θ

λsin θ
m

1CCCCA
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Tomogra�a em grafos

e T cos θ é

Tcos θ =

0BBBBBBBB@

1 0 0
... 0

0 e i
2π
N cos θ 0

... 0

0 0 e i
2π
N �2 cos θ ... 0

� � � � � � � � � . . .
...

0 0 0 � � � e i
2π
N �(N�1) cos θ

1CCCCCCCCA
Depois calcula-se a transformação Vθ que reduz Bθ à sua forma de Jordan

J 0θ = V
�1
θ BθVθ

O tomograma obtém-se por projeção nos vectores próprios (ou vectores
próprios generalizados) de J 0θ, bsθ = V

�1
θ s
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Tomogra�a em grafos

Esta construção que interpola entre A e o operador de vértice T é, para os
grafos, análoga ao tomograma tempo-frequência. Construções
semelhantes podem ser feitas com outras matrizes. Exemplos:
- A matrix de grau D
- A matriz Laplaciana: L = D�A
- A matrix do caminho aleatório: W = AD�1

- A matrix do caminho aleatório preguiçoso: W0 =
�
I+AD�1

�
/2

- A matrix de incidência r: é uma matriz m� n (m=no. de lados, n=no.
de vértices)

re ,v =

8<:
1 se e = (v ,w) e v < w
�1 se e = (v ,w) e v > w
0 no caso contrário
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Deteção de comunidades dinâmicas no mercado

Uma rede de mercado
Evolução das cotações de 301 companhias do SP500 durante os 250 dias
de transação em 2012.
A partir dos retornos diários

r (t) = log S (t)� log S (t � 1)

calcula-se uma distância

dij =

s
250

∑
t=1
(ri (t)� rj (t))2

e uma matriz de adjacência

A(β)ij = (1� δij ) e�β(dij�dmin)
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A matrix de adjacência

10

50 100 150 200 250 300

50

100

150

200

250

300

RVM (CMAF) Fevereiro 2014 56 / 68



Transformadas A e L do retorno composto

O sinal: o retorno composto Ri = ∏250
t=1 (1+ ri (t))

e as projeções no espectro de A e L
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O tomograma

α
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Uma secção do tomograma

α = 0.85
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Deteção de comunidades dinâmicas no mercado
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Recolha de sinais e amostragem

Theorem
(Shannon) Se uma função f(t) não contiver no seu espectro frequências
mais altas que B hertz, ela é completamente determinada pelos seus
valores numa série de pontos separados por intervalos de 1/(2B) segundos.

f (t) =
n=∞

∑
n=�∞

f
� n
2B

� sinπ (2Bt � n)
π (2Bt � n)

Amostragem regular e irregular: Amostragem a intervalos
irregulares é problemática para funções de banda limitada. Frequência
de Nyquist controlada pelo maior intervalo.
Porém amostragem irregular dum certo tipo pode ser bastante
favorável para a reconstrução asimptótica de sinais estacionários.
Questão: Será possível reconstruir um sinal com uma taxa de
amostragem média inferior à taxa de Nyquist?
Resposta: Sim, mas num espaço funcional diferente.
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Recolha de sinais e amostragem

Funções quasi-periódicas (QP)

Funções que podem ser aproximadas por polinómios trigonométricos
Para qualquer ε > 0 , existe um conjunto �nito
(ω1,B1, α1) � � � (ωn,Bn, αn) tal que

g (t) =
n

∑
j=1
Bje i (ωj t+αj ); sup

t2R

jf (t)� g (t)j � ε

Theorem
(Collet) Seja tn = nλ+ Xn com Xn uma sequência de i.i.d. variáveis
aleatórias uniformemente distribuidas em [0,λ]. Então, com probabilidade
1, qualquer con�guração {tn} do processo pontual tem a propriedade que
se F é uma função complexa quasi-periódica satisfazendo
F (tn) = 0 8n 2 Z, então F � 0.
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Recolha de sinais e amostragem

Considere-se F (t) = f (t)� g (t) em que g (t) é uma função
quasi-periódica que coincide com a função desconhecida nos pontos
amostrados. Se f (t) for quasi-periódica deve ser igual a g (t). Permite
reconstruir asimptóticamente um sinal f (t) por aproximação por
polinómios trigonométricos e amostragem aleatória a uma taxa de
amostragem média qualquer.
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Recolha de sinais e amostragem

Ao trabalhar com propriedades de funções no plano t �ω uma base
natural é uma base de chirps
O espaço dos chirps lineares (LC)
Espaço de funções f (t) tais que 8ε > 0 9 número �nito de conjuntos
de números reais (ω1, c1, α1,B1) , ..., (ωk , ck , αk ,Bk ) tais que

g (t) =
k

∑
j=1
Bje ifωj+cj (t�αj )gt sup

x2R

jf (t)� g (t)j � ε

QP � LC mas LC *QP

Theorem
(E. Carlen, RVM) Seja tn = nλ+ Xn com Xn uma sequência de i.i.d.
variáveis aleatórias uniformemente distribuidas em [0,λ]. Então, com
probabilidade 1, qualquer con�guração {tn} do processo pontual tem a
propriedade que se F é uma função complexa no espaço LC satisfazendo
f (tn) = 0 8n 2 Z, então f � 0.
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Amostragem aleatória. Um exemplo

Seja

s (t) =
3

∑
i=1
Ai exp

�
i
�
2πfi t + ci t2

�	
um sinal com três chirps

Quando a função é reconstruida por amostragem acima da taxa de
Nyquist o resultado é idêntico quer a amostragem seja regular ou
irregular.

Porém para taxas abaixo da de Nyquist a diferença é notável. A
�gura mostra a diferença na reconstrução por amostragem regular e
irregular a uma taxa média igual a 1

4 a de Nyquist.
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Amostragem aleatória e regular a 1/4 da taxa de Nyquist
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