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Processamento de sinal como compressdo de informacdo

@ Nas ciéncias da natureza e na experiéncia didria os sinais que
recebemos ndo sdo, em geral, reconhecidos na sua forma original.
Precisamos de extrair deles padr&es inteligiveis.

@ Exemplos: As ondas do mar, a extra¢do dos ritmos (andlise de
frequéncia), etc.

@ A extracdo de padrdes é compressdo de informacdo. E um paradigma
que parece ser comum a todos os seres vivos. Quanto mais complexo
o sinal, mais dificil a extracdo dos padrdes.

@ As experiéncias de Ryabko e Reznikova (arXiv: 0912.4649)
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Aprendizagem e transmissdo de informacdo
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Aprendizagem e transmissdo de informacdo
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No Sequences Mean Duration(sec.)

1 LL 72

1 RRR 75

2 LLLLL 84

3 RRRRR 78

4 LLLLLL 90

5 RRRRRR 88

6 LRLRLR 130

8 RLRLRL 135

9 LLR 69

10 LRLL 100

11 RLLR 120

12 RRLRL 150

13 RLRRRL 180

14 RRLRRR 220

1S LRLLRL 200
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Andlise de sinal e transformacdes integrais

Transformacoes integrais

Transformacdes lineares: Fourier, Wavelets, Hilbert, ...

Transformagdes bilineares: Wigner-Ville, Bertrand, ...

Formulacdo geral

Consideremos os sinais f(t) como vectores |f) num espaco (Hilbert,
nuclear, etc.)

Seja |h) um vector de referéncia e {U(a)} uma familia de operadores que
aplicados a |h) geram uma base completa (no espago de Hilbert ou no
dual do espaco nuclear).

Uma transformada linear é simplesmente a projecdo do sinal nessa base,
isto é

Flw) = (U (w) h, f) = /dtU (w) (£ F ()

Para a transformada de Fourier

h=12U(w)1 = et

A transformada de Fourier extrai as periodicidades existentes no=sinak
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Andlise de sinal e transformacdes integrais

Para as wavelets h(x) é por exemplo

e U é o operador que translata e expande ou comprime esta funcdo:

U(a,b) h(t) = Lh(52)

t—>b

F(a,b):\}g/h( - )f(t)dt
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Transformadas linea

Transformadas bilineares W(t,w)= (U(t,w)f, f)
Exemplo: Transformada de Wigner-Ville

_ * I _ I —iwT
W(t,w)—/f <t+2>f<t 2)e dt
Wigner-Ville dum chirp: exp(it (wq + ta))

Wigner-Ville of a Chirp (log10(abs( )))

Frequency (Hz)
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Transformadas lineares e bilineares

- As transformadas bilineares tentam obter informac3o simultanea no
tempo e na frequéncia. Porém estas sdo informag¢8es incompativeis.
- A informacdo no tempo é necessariamente local, enquanto que uma
frequéncia bem definida corresponde a um sinal periédico ao longo de todo
o tempo. Em termos de operadores o tempo estd associado a t a

d

frequencia a

t{6(t—a)} = a{é(t—a)}
i% {e—iwt} — w{e—iwt}

- A incompatibilidade de informac3do precisa e simultdnea no tempo e na
frequéncia resulta da ndo-comutatividade de t e %
d d d

=t — 41 il
dtt tdt+ 7étdt

Isto significa que n&o é possivel ter uma imagem precisa do plano t — w,
porém nada nos impede de explorar este plano numa direcdo de cada.vez,
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Tomograma tempo-frequéncia

Somos assim levados a uma abordagem tomografica (ndo-comutativa)
associada ao operador B (u,v) = ut + iv%
Tomograma ou transformada tomografica
2
M (v, X) = (£,6 (B (p,v) = X) f) = |(x. )]
I\/I,c(pt, v, X) é positivo, podendo ser interpretado como uma densidade de
probabilidade. Permite analizar os aspectos temporais e de frequéncia sem

os problemas de interpretacdo das transformadas bilineares.
- O tomograma tempo-frequéncia € uma projecdo do sinal nos vectores

préprios do operador B (y,v) = ut + iv%
B () iy (v, t, X) = Xy (v, 8, X)

i (1 X
lpl(y,v,t,X)—expl<2V 1/>

~ s |[ oo [ B - 7 e
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Tomografia ndo-comutativa para outros pares de

operadores

Tomograma tempo-frequéncia
d
B =ut+iv—
1= ut+ ar

Tomograma tempo-escala

By = ut+iv ti+1
2= R IVATG T

Tomograma frequéncia-escala

.d o d 1
B3:I]/la+”/ ta—f—i

Tomograma tempo—conforme
. d
B4 = ]/lt+ v (tZdt + t>
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Tomogramas associados ao grupo conforme

Vectores préprios destes operadores
o Bippy (p,v, t,X) = Xp, (v, t, X)

o (mt X
by 20 =i (15~ )

© By, (v, 1, X) = Xp, (v, £, X)

P, (v, £, X) = \/1|T|expi (ﬁ’f _ % |og|t|)
o By (1,0, X) = Xipy (1, .0, X)

R ] ()
© Bayp, (v, 1, X) = Xpy (v, £, X)

1 (X
a0, = i ( 2+ L))
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Tomogramas associados ao grupo conforme

Vectores préprios em yu = 0

Real(y )
°
o &

S
@

Really )
°

Real(y )
o
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Tomogramas associados ao grupo conforme

@ Tempo-frequéncia

My (v, X) '/ ['W — 'tx} f(t)dt 2

v

@ Tempo-escala

My (u,v, X

Joi

27T\v|

tfflog\t|)] '2

@ Frequéncia-escala
2

Ms(p, v, X) =

Me —i(tw—% log |w|
[ e Tl )

f(w) = Transformada de Fourier de f(t)
@ Tempo-conforme

Ma(pt, v, X) = H)/ M i+ EogleD)] |
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Os tomogramas exploram o plano tempo-frequéncia ao

longo de linhas diversas

Tempo-frequéncia
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Os tomogramas exploram o plano tempo-frequéncia ao

longo de linhas diversas

Tempo-escala
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Aplicacoes

1 - Detecao e separacao de pequenos sinais do ruido
e Tempo-frequéncia, My (u,v; X)

_cos @ 1/_sin@
=71 ""q

@ Exemplo: Sobreposicdo dum ruido com distribuicdo aleatéria normal
na amplitude e na fase com um sinal sinusoidal da mesma amplitude
média, mas sé durante o tempo 0.45 — 0.55.

A relac3o sinal ruido ¢ 1/10

o Nas figuras seguintes mostra-se o sinal, a sua transformada de Fourier

e o tomograma M (s, u,v) (T =1 and Q) = 1000)
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Detecdo e separacdo de pequenos sinais do ruido

Fig.4C
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Detecdo e separacdo de pequenos sinais do ruido

Fig.4D
:

F(omega)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
omega
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Detecdo e separacdo de pequenos sinais do ruido
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Detecdo e separacdo de pequenos sinais do ruido

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
sin(teta)
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Detecdo e separacdo de pequenos sinais do ruido

@ Conclusdo: Vé-se claramente uma sequéncia de picos ligando um
tempo t ~ 50 a uma frequéncia w ~ 200.

@ A assinatura que o sinal deixa no tomograma é uma manifestacdo do
facto que, apesar da sua baixa razdo sinal-ruido, hd um certo ndmero
de direcdes no plano (t,w) ao longo das quais a detecdo é favoravel.

@ Esta sequéncia de picos é fidvel por causa da rigorosa interpretacdo
probabilistica do tomograma M(6, X).
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Decomposicdo em componentes

@ A maioria dos sinais nas ciéncias da Natureza sdo ndo-estaciondrios e
provenientes de diversas fontes. A separacdo em componentes é
essencial para os tornar inteligiveis.

@ A nocio de componente n3o é definida unicamente. Depende das
propriedades a que se quer dar maior enfase.

@ Uma técnica possivel: Separacio de componentes utilizando o

comportamento do sinal no plano tempo-frequéncia. Usamos o
tomograma de tempo finito

2
M(O.X) = | [ #(e)p 0) o] = |< 7. >F

em que

(t)—iex —icosGt2+ iX ;
Pox (1) = JT P "2sing sinf
U =cosf,v=sin0.
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Decomposicdo em componentes

@ 0 & um parametro que interpola entre os operadores do tempo e da
frequéncia, variando entre 0 e 77/2.

@ Para todos os 0's os operadores U(0) sdo operadores unitdriamente
equivalentes, portanto as projecSes em todos os niveis 8 contém a
mesma informacdo. A separacdo em componentes baseia-se na
procura de um valor de 0 intermédio no qual exista um bom
compromisso entre a informac3o temporal e a de frequéncia.

@ Seleciona-se um subconjunto X, tal que a familia de funcdes
{1/19 X, (t)} seja ortogonal e normalizada. Isto é

<Yy x,¥o.x, >=Omn

2
X, = Xo+ 2 sing
T
com X escolhido arbitrariamente (em geral considera-se Xy = 0)
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Decomposicdo em componentes

@ As proje¢des do sinal f(t) nesta familia de funces

an(f) =<"f,Pgx >

sdo entdo usadas para supressdo do ruido e separagdo de
componentes.

@ Supressio do ruido é feita eliminando os c§ () tais que

0 2
‘cxn(f)‘ <e

para um dado €

@ A anidlise de componentes é feita a partir da selecdo de subconjuntos
Fi dos X,'s e reconstruindo os sinais parciais (componentes) por
restricdo da soma sobre os ¢,  (t)

fi(t) = Z Cin(f)%,xn(t)
neFy
para cada Fy.
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

y(t) = yi(t) +y2(t) + y3(t) + b(t)
vi(t) = exp(i25t),t € [0,20]
vo (t) = exp(i75t),t € [0,5]
ys (t) = exp(i75t),t € [10,20]

O sinal (parte real)
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Separagdo em 0 = ¢

[ T A

su 100 120 140 160
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Reconstrugdo de y» (t)

-*
2

real(y2)

e da componente y;3 (t)

RVM (CMAF)
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Soma y(t) = yo(t) + yr(t) + b(t) de yo(t) com um chirp deformado
yr(t) com um atrazo de 3s e ruido branco adicionado

yo(t) — e@o(t) YR(t) — efq’R(t)

Do (t) = apt® + byt e Pg(t) = ar(t — tg)? + br(t — tr) 4 10(t — tg)2.
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Comparagido das derivadas de fase %q)o(t) and %CDR(t). Exceptuando os
trés primeiros segundos, o "espectro" dos sinais yo(t) e yr(t) é
practicamente o mesmo. Separacdo em frequéncia impossivel.

Phase derivative

time
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

@ Representacdo em frequéncia

25 T T

abs(fft(y))

0 .
—-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
frequency
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Tomograma do sinal

£
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

7T

Corte em 0 = 5

0.25

vl :
0.2r : 4

0.151

abs(cn)

0.1

0.05-
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Comparacdo das derivadas de fase das componentes reconstruidas com as
exactas

phase derivative

time
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Sinal de reflectometria em plasmas

Choc - 42824 (prof 1003/2086) tps = 9 99965
;

0.8 T T T

Real(y)

55 60 65 70 75
Time

Fevereiro 2014
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

choc 42824  (prof 1003/2086) tps:9.9996 s
0.018

0.016 - 1

0.014 - b
Porthole
0.012 - / b

Plasma

0.01 ¢ First wall

0.008

Power Spectrum

0.006

0.004

0.002

Frequency (MHz)
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Decomposicdo em compo es. Exemplos

Tomograma do sinal de reflectometria

choc 42824 (prof 1003/2086) tps:9.9996 s
T T T

Porthole

First wall

0 02 0.4 0.6 0.8 1
sinus teta
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Decomposicdo em componentes. Exemplos

Corteem9:7'[—%

choc 42824  (prof 1003/2086) tps :9.9996 s

Plasma

First wall

a\bs(c:n).2
(=]
,.

Porthole
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Decomposicdo em compone

choc 42824  (prof 1003/2086) tps:9.9996 s

25 T T T T T T
First wall
o 15r B
=
=y Plasma
@©
<
> 1
=
=
=
£
< 05
Porthole
0 4
05 I I L I I I I I I I L

56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76
Frequency (GHz)

RVM (CMAF) Fevereiro 2014 39/




Tomografia com um par adaptado

@ Escolher em B (i, v) = ut 4+ vS, um operador S, especialmente
adaptado para detectar os padrdes que se querem extrair do sinal.

@ Para construir S considera-se um conjunto de sequéncias temporais
. ~ —_ _ ~ .
de dimensido N, {xl Cret L Xk } contendo os padrdes tipicos que se
pretende detectar no sinal. (Podem ser consideradas como as palavras
de cédigo que se pretende detectar no sinal).

@ Forma-se uma matrix k X N, U € My n.

x1(1At) xi(2At) ... x1(NAt)
U= ; ; ;
Xk(lAt) X (2At) ce Xk(NAt)

tipicamente k < N.
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Tomografia com um par adaptado

o Constroem-se as matrizes A= UTU € Mpuyxny e B= UUT € Myxx.

o Diagonalizagdo de A fornece k valores préprios # 0, (a1,--- ,«j), e
os correspondentes vectores préprios ortogonais de dimensio N,
(@1, ,DPy), ®; € RY. Do mesmo modo, a diagonalizagdo de B

fornece os mesmos k valores préprios e vectores préprios
(Y1,---,¥k), ¥; € RX. Por Gram-Schmidt podem obter-se os
< . N
restantes N — k vectores préprios formando uma base de R", os
quais, neste contexto, sdo associados ao valor préprio zero.

@ O operador linear S construido a partir do conjunto de sinais tipicos é
k
S= Z (x,-@,-cbf
i=1
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Tomografia com um par adaptado

e Para o tomograma considera-se um operador B (i, v)

1At

2At k .
B(u,v)=ut+vS=ny _ +v) ai®P]
- i=1

NAt

@ Os vectores préprios de B (y, ) sdo as colunas da matriz que
diagonaliza B (u,v). As projecdes do sinal nesses vectores préprios
sdo o tomograma adaptado ao par de operadores (t, S).
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Tomografia com um par adaptado. Um exemplo

Sinais com padrdes tipicos a detectar: um conjunto de 40 sinais gerados
contendo impulsos de duracdo At = 10 e intensidade +1 ou —1. A
duracdo total de cada sinal é 200 unidades de tempo.

aaipi i sy
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Tomografia com um par adaptado

Os vectores préprios de B (6) = tcos 0 + Ssin 6 sdo usados para projectar

o sinal

F S

O gréfico no canto inferior direito corresponde a projecdo nos vectores
préprios 185 a 200 no nivel 819 = 1971/40.
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Detectando "dust devils"

@ Dados experimentais da sonda Phoenix em Marte
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Processamento de sinal em grafos

@ Motivagdo: muitos sinais que requerem andlise ndo sdo séries no
tempo mas sim sinais definidos num grafo
Redes sociais e econémicas,
Redes de informacao,
A internet e a WWW,
Redes epidemioldgicas,
Redes moleculares ou de regulacdo de genes,
Redes de sensores,
Redes de transporte e eléctricas.

o Representacao eficiente e andlise dos dados — Transformadas
em grafos
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Processamento de sinal em grafos

@ Dados: N elementos, com uma estrutura relacional

e Esta informacdo é representada por um grafo G = (V, A),
V ={w,...,vn_1} € o conjunto dos vértices
A é a matriz de adjacéncia do grafo.
Cada elemento A, ,, de A é o peso dum lado dirigido de v, para v,
(real ou complexo)
Ny ={m| A, # 0} é a vizinhanca de v,

@ Um sinal num grafo é uma aplicacdo do conjunto V dos vértices no
corpo dos complexos C,

SZ(SO ST ... SNfl)T

com o elemento s, indexado pelo vértice v,
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Série no tempo como um grafo

O—0 . O

Lados dirigidos e com peso 1
Matrix de adjacéncia (exemplo N=5)

0 0001
10000
A=| 01 00O
00100
00010

Matrix Laplaciana : L=D — A
Duas alternativas para a construcad da tranformada de Fourier:

projecdo no vectores proprios de A ou L
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Processamento de sinal em grafos

Se a matrix de adjacéncia n3o for simétrica podemos usar os vectores

préprios de AAT ou AT A, ou, em alternativa, usar a decomposicio de
Jordan de A.

A=wvy!
JRo,o (AO)
J =
JRMA,D,\/F1 (/\Mfl)

com os blocos de Jordan associados aos valores préprios de A
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Processamento de sinal em grafos

As colunas da matriz V, que reduz A 3 sua forma de Jordan, sdo os
vectores préprios
(A — )\ml)vm'dlo = 0

e os vectores proprios generalizados da cadeia de Jordan
(A - /\ml)vm,d,r =Vmd,r—1

Estes vectores podem ser usados para projectar o sinal s obtendo-se assim
uma transformada—A
s=Vls

e a inversa
s= Vs

Um aspecto inconveniente da decomposicdo de Jordan é o facto que em
geral os vectores usados na transformacdo ndo sdo ortogonais.
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Tomografia em grafos

Até aqui sinais em grafos foram representados ou como vectores no espaco
dos vértices ou como proje¢des no vectores préprios (ou vectores préprios
generalizados) da matriz de adjacéncia A. Os vectores no espago dos
vértices podem ser considerados projecdes nos vectores préprios dum
operador de vértice

1 0 0 0
0 &% 0 0
T = 0 0 ei%"xz 0
0 0 0 co. el FX(N-1)

O tomograma para grafos corresponderd a projecdo nos vectores proprios
de combinacdes lineares de T e A.
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Tomografia em grafos

O operador que gera o tomograma sera
By=(1—a)T+aA

aentre0el, ou
Quando se usar a decomposicio de Jordan

By =T L vjpv1-1
com cada bloco de Jordan de A substituido por
ASn® sing
o (A = A;i,na

sin @
sin 6
Am
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Tomografia em grafos

e TcosG é
1 0 0 : 0
0 ei%”cos@ 0 0
TcosG = 0 0 ei%"><2cosl9 0
0 0 0 . ef%x(/\/'—l)cose

Depois calcula-se a transformacio Vj que reduz By a sua forma de Jordan
Jy=V, 1BV,
6 — Vg POVO

O tomograma obtém-se por projegdo nos vectores préprios (ou vectores
préprios generalizados) de Jé,

= V{;ls
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Tomografia em grafos

Esta construcdo que interpola entre A e o operador de vértice T &, para os
grafos, andloga ao tomograma tempo-frequéncia. Construcdes
semelhantes podem ser feitas com outras matrizes. Exemplos:

- A matrix de grau D

- A matriz Laplaciana: L =D — A

- A matrix do caminho aleatério: W = AD !

- A matrix do caminho aleatdrio preguicoso: W' = (I + ADfl) /2

- A matrix de incidéncia V: &€ uma matriz m X n (m=no. de lados, n=no.
de vértices)

1 se e=(v,w) ev<w
Vev=14 —1 se e=(v,w) ev>w
0 no caso contrario
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Detecdo de comunidades dindmicas no mercado

Uma rede de mercado

Evolucdo das cotacdes de 301 companhias do SP500 durante os 250 dias
de transagdo em 2012.

A partir dos retornos diarios
r(t) =logS(t) —logS(t—1)

calcula-se uma distancia

e uma matriz de adjacéncia

AI(Jﬁ) — (1 _ (SU) e*ﬁ(dij*dmin)
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de adjacéncia

50 100 150 250 300
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Transformadas A e L do retorno composto

O sinal: o retorno composto R; = [122% (1 +r; (t))
e as projecdes no espectro de A e L

25
2
15
1
05
0 I I I I I I

50 100 150 200 250 300
Companies

NP o kN
I

Il Il Il Il Il Il
50 100 150 200 250 300
A-eigenvectors

50 100 150 200 250 300
L-eigenvectors
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O tomograma
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Uma seccdo do tomograma
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Detecdo de comunidades dindmicas no mercado
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Recolha de sinais e amostragem

Theorem

(Shannon) Se uma fungio f(t) ndo contiver no seu espectro frequéncias
mais altas que B hertz, ela é completamente determinada pelos seus
valores numa série de pontos separados por intervalos de 1/(2B) segundos.

F(t) = Z f(n>sin7'[(2Bt—n)

2B/ 7 (2Bt — n)

o Amostragem regular e irregular: Amostragem a intervalos
irregulares é problemdtica para funcdes de banda limitada. Frequéncia
de Nyquist controlada pelo maior intervalo.

@ Porém amostragem irregular dum certo tipo pode ser bastante
favordvel para a reconstrucdo asimptética de sinais estaciondrios.

@ Questdo: Sera possivel reconstruir um sinal com uma taxa de
amostragem média inferior a taxa de Nyquist?

@ Resposta: Sim, mas num espaco funcional diferente.
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Recolha de sinais e amostragem

e Funcdes quasi-periddicas (QP)

Funcbées que podem ser aproximadas por polinémios trigonométricos
Para qualquer € > 0, existe um conjunto finito
(w1, B1,a1) - - (wp, By, ap) tal que

n

g (t) =Y Bjelwitta; sup |f (t) — g (t)] <e
j=1 teR

Theorem

(Collet) Seja t, = nA + X, com X, uma sequéncia de i.i.d. varidveis
aleatdrias uniformemente distribuidas em [0,A]. Ent3o, com probabilidade
1, qualquer configuragdo {t,} do processo pontual tem a propriedade que
se F é uma fun¢do complexa quasi-periddica satisfazendo
F(t,) =0 VneZ, entio F=0.

v
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Recolha de sinais e amostragem

Considere-se F (t) = f (t) — g (t) em que g (t) é uma func¢do
quasi-peridédica que coincide com a funcdo desconhecida nos pontos
amostrados. Se f (t) for quasi-periédica deve ser igual a g (t). Permite
reconstruir asimptéticamente um sinal f (t) por aproximago por
polinémios trigonométricos e amostragem aleatéria a uma taxa de
amostragem média qualquer.
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Recolha de sinais e amostragem

@ Ao trabalhar com propriedades de fun¢des no plano t — w uma base
natural é uma base de chirps

e O espaco dos chirps lineares (LC)
Espaco de fungdes f (t) tais que Ve > 0 3 nimero finito de conjuntos

de numeros reais (w1, c1, a1, B1) , ..., (Wi, ¢k, &k, Bx) tais que
K
g (t) =Y Bjelwrtalt=apit sup | (t) —g(t)] <e
j=1 x€R

QP C LC mas LC ZQP

(E. Carlen, RVM) Seja t, = nA + X, com X, uma sequéncia de i.i.d.
varidveis aleatdrias uniformemente distribuidas em [0,A]. Entdo, com
probabilidade 1, qualquer configuracdo {t,} do processo pontual tem a
propriedade que se F é uma funcdo complexa no espaco LC satisfazendo
f(ty) =0 VneZ, entdof =0.
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Amostragem aleatéria. Um exemplo

o Seja
3
s(t) = Z Aiexp {i (2rtfit + c;t?) }
i=1
um sinal com trés chirps
@ Quando a fungdo é reconstruida por amostragem acima da taxa de

Nyquist o resultado é idéntico quer a amostragem seja regular ou
irregular.

@ Porém para taxas abaixo da de Nyquist a diferenca é notavel. A
figura mostra a diferenca na reconstrucdo por amostragem regular e
irregular a uma taxa média igual a % a de Nyquist.
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Amostragem aleatéria e regular a 1/4 da taxa de Nyquist

IF(fe)l
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