A NMatemartica da Complexidade

Rui Vilela Mendes

Considerando a Mateniatica cono wia Metdafora, a propria interpretacio do
conhectmento mialenidtico ¢ wund daoto alfanente coratico. N corto sentido a Matemdtioo
Cunia ovela acerca da Natureza o da Hunaidade, 1< nao se Pode dezer hrecisaniente
o qite ¢ qiae o Matendtica 1os custia, do niesnio nodo que ido se pode dizer exactaniente
o que e que a letturea de Guerra e Pas nos ensine.

() cnusinanmento ¢ 1neorporado ele proprio no acto de repensar este ensinainento.

Y. Nanin



Nio hd duvida que a Natureza a nossa volta, de que nés proprios
somos uma parte, ¢ bastante complexa. Os tendmenos fisicos sdo complexos,
o comportamento colectivo das sociedades € complexo, a organizacdo celular
do organismo é complexa, o comportamento do tempo e dos temporais ¢
complexo, as previsdes econdémicas sao simples, mas depois a economia
real é complexa, o préprio cérebro do Ministro das Financgas € um sistema
complexo com cerca de 10'? neurdnios.

Como amador das matemadaticas, interessado no estudo das
complexidades, pus-me a procura de quais as matematicas que teria de
aprender para poder estudar os sistemas complexos e as suas complexidades.
Serita a andlise? Seria a geometria? A légica e a teoria dos nimeros niao
deviam ser com certeza. lEssas coisas ndo servem para nadal! Alias,
praticamente todos 0os matematicos do nosso burgo que se dizem aplicados
(leia-se relevantes e financiaveis) sio analistas. Portanto devia ser a analise.
Aprendia umas equacdezinhas diferenciais e a complexidade estava no papo!

Para descobrira Matematica da Complexidade, porque nao manipular
um pouco o préprio nome da dita. Pegueil entdo no titulo “A Matemadtica
da Complexidade”, meti-o num quadrado de lado um e dei-lhe a seguinte
transtormacio:

x — x+vy (mod. 1)
y = x+2y (mod. 1)

ou, em forma matricial,
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e repeti 1sto 4 vezes. O resultado tor o seguinte:
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Figura 1

Absolutamente incompreensivel. Ficou tudo misturado. A informagao
que existia no titulo inicial € que provinha da posi¢do relativa dos pontos
negros (sobre o fundo branco) ticou totalmente perdida.

E se tentdssemos outra transformacio. Por exemplo:

6

X = mX—5 Y (mod.1)

N, (mod.1)

£ ~afun
L

y—}%x-f—

ou em forma matricial
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A mesma receita. Itera-se quatro vezes o processo ¢ o resultado €
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Figura 2

Desta vez ainda se percebem as letras. Estranho! O que € que hd de
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tio diferente entre as duas transformacoes? Afinal as matrizes de
transformacao sio ambas matrizes numéricas, simples transtormacgoes
lineares, ¢ até tém ambas determinante 1gual a um. A diferenca € que no
primeiro caso a matriz € hiperbélica e no segundo caso € eliptica. No segundo
caso os dois valores proprios sao complexos € de moédulo um, enquanto que
no primeiro sao reais, um deles malor que um € outro menor que um.
(Recordemos que o produto dos dois valores proprios tem de ser um porque
o determinante vale um). No segundo caso hd apenas uma rota¢cdo enquanto
que no primeiro ha uma direc¢do que se expande e outra que € comprimida.
Neste processo de esticar numa direccdo, comprimir na outra ¢ depor:
dobrar-se sobre s1 propria, perde-se a coeréncia da imagem porque pontos
que estavam proéximos vao-sc afastando cada vez mais e, no final, fica tudo
misturado.

O fenémeno que acabdmos de descrever € a base do chamado
comportameinto caotico dos sistemas dindmicos. I embora se trate aqui duma
ler de transformacdo perfeitamente determinista, o comportamento diz-se
cadtico porque, na pratica, € imprevisivel. Suponhamos que queremos
prever a trajectoria de um ponto de coordenadas (0.5,0.5), que vamos marcar
a lapis no interior do quadrado. Fazendo as contas, com a primeira das
transformacoes, € facil de ver que ao fim de 7 iteracoes o ponto deverd
cstar na posicdo (0.0,0.5). Mas basta que na marcacdo facamos um pequeno
crro de 0,001 para que, ao fim de 7 iteracoes, o erro se possa ter tornado da
ordem de 1. Isto &, o ponto pode estar em qualquer sitio dentro do quadrado
¢ a nossa previsao nao serviu para nada. A este fenémeno chama-se
dependéncia sensivel das condicoes iniciais.

Embora tudo 1sto ja fosse conhecido por Birkhoff ¢ até mesmo por
Poincaré, a tomada de consciéncia, pela comunidade cientifica, de que este
comportamento imprevisivel existe na maioria dos fenémenos naturais, data
dos trabalhos de L.orentz que, ao estudar um modelo simples do movimento
da atmosfera, descobriu que, em regimen estacionario, o seu modelo se
movia numa regido do espago das varidveils com uma estrutura bastante
complicada. Dentro dessaregido havia dependéncia sensivel das condicoes
inictais, dai a dificuldade de prever o tempo para além de poucos dias, as
vezes mesmo para além de algumas horas. Nessa regiao onde o movimento
se concentrava, chamada o afractor, para além de verdadeiros
comportamentos aperiodicos, havia também oOrbitas periédicas de todos os
periodos ¢ tudo bem misturado € com uma dinimica imprevisivel por causa
da dependéncia sensivel. Uma confusdo! A esta estranha entidade passou
a chamar-sc um asractor estranho.
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Figura 3. O atractor de Lorenz.

Os aspectos funcionais (valores proprios ou taxas de expansio) ¢ 0s
aspectos geométricos globais dos atractores sdo importantes, mas, na pratica,
o que mais importa saber € qual a probabilidade de termos um ou outro
comportamento entre 0os muitos possiveis. Hd, portanto, que estudar a
probabilidade das diversas regides no espaco das varidveis, e aqui € a teoria
da medida (ou teoria ergddica) que desempenha o papel crucial.

Qual é entdo a matemadtica da complexidade? Enfim, um pouco de
anilise, um pouco de geometria e muita teoria da medida. Mas sera tudor

Examinemos a lupa um desses atractores estranhos:

R P
-

IFigura 4. Um atractor estranho examinado a diversas escalas de amplificacio.
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Figura 5. O conjunto terndrio de Cantor.

O que verificamos é que a medida que a nossa lupa se vai tornando
mais potente, o padrio que se obtém € sempre o mesmo. O objecto repete-
sc em todas as escalas, tem o que se chama um comporiamento auto-similar.
Mas isto lembra-nos a construcdo do conjunto de Cantor.

I se o atractor é como um conjunto de Cantor, entao € um objecto
de dimensio ndo-inteira, um objecto fractal. Objectos tractais! Essas linhas
que nio sio linhas, porque tém dimensdo maior que um, € essas superficies
que nio sdo superficies porque tém dimensido maior que dois!

Mas serd que estes objectos fractais existem na Naturezar Nio serdo
apenas aberracoes dos modelos construidos pelas mentes patolégicas dos
matematicos’

Consideremos um objecto liniforme de dimensiao D, que se vat medir
contando o nimero de segmentos de comprimento E que € necessario ter
para cobrir completamente o tal objecto liniforme. O nimero de segmentos
vai ser proporcional a (1/E”) e o comprimento total do objecto sera portanto
proporcional a E x (1/E”) = E'"P. Fazendo esta medig¢io para varios valores
de E, se o objecto liniforme for de tacto uma linha (dimensao D = 1) o valor
que se obtém vai ser sempre a mesma constante, independentemente de
E.

Em 1961 Richardson entreteve-se a medir o comprimento das
fronteiras e das costas de diversos paises, usando diversas escalas E
diferentes. O resultado estd reproduzido na figura abaixo.
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Figura 6.

Verifica-se que todas as costas e todas as fronteiras estudadas sdao
fractais e de dimensiao entre 3/2 ¢ 5/4. Na mesma figura, para comparacao,
esta o resultado do mesmo tpo de medida feita sobre um circulo que, é
claro, tem dimensdo 1gual a um, como qualquer circulo que se preza.
Richardson notou também, consultando os valores indicados nas
enciclop€dias, que numa enciclopédia espanhola se dizia que a fronteira
Portugal-Espanha tinha 987 km, enquanto numa enciclopédia portuguesa
dizia que eram 1241 km. De facto estdo ambas certas. Se a dimensio for
5/4, significa apenas que a escala de medida (o E), num caso e noutro,
diterem por um tactor de dois.

Postertormente for amplamente mostrado por Mandelbrot que os
objectos fractais ¢ a geometria fractal existem por toda a parte na Natureza
e as construcocs matemadticas apresentam singulares semelhancas com as
formas naturais (Figura 7). A prépria turbuléncia, fenémeno omnipresente
na atmosfera, no movimento dos fluirdos ¢ na tecnologia, também s6 pode
ser compreendida recorrendo as no¢oes da matematica fraceal.
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Figura 7. O «lago» triadico de Koch ¢ as suas ondas fractais (a dimensao da
“linha de costa” é 1,2618).

Afinal qual € a matemadrtica da complexidade? E a andlise com certeza,
mas também é a geometria e a teoria da medida e as probabilidades ¢ a
geometria fractal ¢ a tcorta da dimensao. Ut! Serda que ficamos por aqui?

Nos casos que até agora examindmos, vimos essencialmente sistemas
simples (1sto €, sistemas com poucas variavels ou faceis de descrever
estaticamente), mas que tém um comportamento dindmico complicado.
Pode-se dizer que, até agora, trataimos de sistemas simples com
comportamento complexo. Nas czéncias da complexidade temos também de
estudar a situacdao inversa, 1sto ¢, o caso de sistemas complexos com
comportamentos que podem ser stmples ou complexos.

Examinando aquilo que nas diversas ciéncias se chama um sistema
complexo, podemos observar que, em geral, se trata de sistemas compostos
de muitas partes ¢ cujo comportamento colectivo € qualitativamente
diferente do comportamento das suas partes. Além disso, o comportamento
dos sistemas ditos complexos apresenta, em geral, um certo grau de robustez,
na medida em que o comportamento colectivo ndo € alterado quando se
altera ligerramente a dindmica das suas componentes. E quando tratamos
de tais sistemas, desgraca a nossa, ld encontramos matéria diferente!




210 RuUl VILELA MENDES

Uma caracteristica de muitos desses sistemas € a existéncia de
tendéncias contraditérias nas interacgoes individuars dos elementos que
constituem o sistema complexo. Quando, no estado global que o sistema
complexo assume, € de todo impossivel satistazer todas as exigéncias
individuais dos seus elementos, diz-se que se tem uma situacio de frustracdo.
Esta situa¢do ¢ comum nos sistemas desordenados que aparecem na fisica
¢ na tecnologia, mas ¢ talvez mais simples explici-la com um exemplo
social. Suponhamos tr€s individuos que tém de se organizar no maximo em
dois grupos diferentes (grupos ou equipas de trabalho, ou partidos, ou seja
o que for). Se os trés forem amigos, ficam todos no mesmo grupo ¢ ficam
telizes. Se dois deles forem 1inimigos do terceiro, mas amigos entre Si,
também ndo ha problema. Formam-se dois grupos separados ¢ nio se
aborrecem. Mas se forem todos inimigos uns dos outros, ou se dois deles
forem inimigos, mas amigos do terceiro, nao ha maneira de dividir em dois
grupos ¢ satistazer intetramente toda a gente. Ha sempre alguém que fica
[frustrado, ou porque tem no seu grupo Inimigos, ou porque nao tem todos
0s amigos que poderia ter. Nos casos em que hd frustracio ¢ tambdém
evidente que, em vez de haver apenas uma solugao 6ptima, ha uma série
de solucdes todas elas equivalentes ¢ todas clas, também, que ndo sio
completamente satistatérias para toda a gente. O que se verificou, para
sistemas Com muitos agentes € em que as interacgoes inter-pessoais podem
levar a situacoes de frustracdo, € que ha muitos estados possivels de
acomodacdo que se organizam duma mancira hierdrquica como ramos de
uma arvore. As noc¢oes de distincia sio, entio, muito diterentes da noc¢io
de distancia habitual e o sistema de numeracdao adequado a tal sistema €
um campo p-ddico. A ocorréncia de sistemas que tém de ser classiticados
usando campos ndo-arquimedianos ¢ muito frequente em sistemas da tisica
¢ da biologia, na taxonomia e nas ciéncias sociais. Quem estiver interessado
em mais detalhes poderd ver o meu artigo “Os formalismos fisicos ¢ a
realidade matematica” na pdgina 183 e a bibliogratia 14 indicada.

Aqui gostaria apenas de voltar ao caso da organizacdao, cm grupos, dc
individuos com interacgoes potencialmente contraditérias de amizade ¢
inimizade, € de tirar algumas consequéncias especulativas de resultados
conhecidos para o caso em que o nimero de individuos é muito grande.
Suponhamos entido que temos N pessoas que, alecatoriamente, podem ser
AMIZOSs ou INIMIgos, € queremos organizi-las em dois grupos de V/2 péssoas,
tentando manter no mesmo grupo o maximo de amigos ¢ separando o mais
possivel os inimigos. Para NV grande o melhor resultado possivel é que o
numero médio de amigos menos o nimero médio de inimigos de cada
membro dos grupos & 0,76332/2 VN. Dividindo por N/2 obtém-se o grau de
satisfacio médio que cada individuo experimenta como resultado de
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acrescentar mais um elemento ao grupo. Este valor, como se vE, vai
diminuindo como o inverso da raiz quadrada de V. Modelos com interacgoes
mais complicadas e com divisdes em grupos mais complexas, teriam
resultados semelhantes. Uma possivel conclusio especulativa € que, quando
uma aglomeragio de pessoas (uma cidade) cresce, as vantagens soclals €
culturais que advém da vida em comunidade comegam a ser suplantadas
pelos factores de agressio ou inimizade e o crescimento deixa de ter
qualquer vantagem. "lalvez as pessoas fossem mais felizes vivendo em
pequenas comunidades, ligadas electronicamente umas as outras para
continuar a beneficiar das vantagens culturais. Até porque agressoces
electronicas podem sempre ser desligadas. Basta carregar no botdo.

J4 dizia o Gengis Khan:

L preciso arrasar todas as cidades, para que o mundo infeiro se lorne uinda
imensa estepe onde as mdes mongois criardo criangas liores e felizes.

Serd que o cruel mongol tinha estudado a matemdtica dos sistemas
complexos’

IE com as estruturas hierdrquicas e as suas distancias ultramétricas la
nio nos escapimos da andlise p-ddica ¢ da teoria dos nimeros! E quando
na configuracido do estado dum sistema complexo coexistirem varias
estruturas hierdrquicas simultineas ( e nio equivalentes), os p-ddicos sdo
capazes de ndo chegar ¢ teremos de recorrer aos adeles. Raios! "lambém
nio nos livramos da teoria algébrica dos numeros.

Devem ter reparado que, até agora, estivemos a falar de complexi-
dade, de sistemas complexos ¢ da sua matemdtica, sem tentar uma defini¢ao
rigorosa do que é a complexidade. Melhor seria ter uma quantidade com
valores numéricos que fosse uma medida da complexidade. Ou talvez um
aparelho. O ideal seria mesmo poder construir um compleximetro, atraves
do qual pudéssemos fazer passar os candidatos aos cargos publicos.

Antes de tratar do problema de como quantificar a nog¢do (ou as
noc¢oes) de complexidade, examinemos algumas definigoes gerais tentadas
por alguns autores:

Um objecto (fisico ou intelectual) é complexo se contém informagao dificil de
obter.
(David Ruelle)

Complexidade é a dificuldade de uma tarefa com significado. Complexidade
dum instrumento (mdquina, algoritino, etc.) é a dificuldade da rarefa mais
importante associada a esse instrumento. Complexidade de um objecto é a dificuldade
de classtficar esse objecto e descrever o conjunto a que ele pertence.

(Peter Grassberger)



212 Rui VILELA MENDES

Se soubermos classificar todas as possiveis configuracoes gue um sistema
assume, usa-se a complexidade da classificacdo como uma medida da complexidade
do sistema. Isto é, um sistema ¢ complexo se o seu comporiamento for complexo.

(Giorgio Parisi)

Parece, portanto, que a complexidade estd associada A informacio
que se pode extrair do sistema, a dificuldade de extrac¢io dessa informacio,
a dificuldade das taretas que o sistema executa, a dificuldade da sua
classificagio, etc. Afinal parece que nio hd s6 uma nocio de complexidade,
mas sim varias. De facto...

Uma nog¢ao que tem sido muito utilizada é a de complexidade
algoritmica. As oOrbitas dinimicas do sistema, 1sto €, os sucessivos estados
por que ele passa a medida que o tempo evolui, definem o comportamento
do sistema. As 6rbitas podem ser codificadas por uma sequéncia de nimeros,
numeros bindrios, por exemplo. Seja S a sequéncia que descreve a evolucio
dindmica do sistema. Seja M, (§) o comprimento do menor programa que,
num certo computador padrdo, € capaz de reproduzir os prinieiros N
simbolos da sequéncia S. Define-se entao complexidade aleoritmica como o
l[imite:

C(S)= lim My (S).
N e N

Para que esta no¢do seja independente do computador particular em
que € definida, ¢ essencial tomar o limite quando & tende para infinito. A
no¢ao nao poderia ser definida, dum modo tnico, para sequéncias finitas.
Ksta nogdo pode, ou nido, ser a mais apropriada para caracterizar a
complexidade dos sistemas. Note-se, por exemplo, que ela exige que o
programa seja capaz de reproduzir fielmente todo o comportamento
dindmico do sistema. Mas se 0o que mais nos interessar no sistema for a
formacdo de comportamentos globais coerentes, de padrdes colectivos, entio
nao nos Interessa muito se o programa reproduz ou nio todos os pequenos
detalhes irrelevantes. Aquiaparece a noc¢ao de significado, que estd associada
a muitas aplicagoes dos sistemas complexos. Se a questio do significado
for a essencial, como o & por exemplo nos sistemas de dpl‘ﬁﬂdl!dgbﬁl entao
ndo interessa caracterizar todo o comportamento do sistema, mas sim apenas
0 que esta associado as tarefas com significado.

Uma outra nogio ¢ a de profundidade ldgica. Aqui nio se trata do
comprimento do menor programa que descreve a sequéncia S, mas sim do
teMpPO NECessario para COIrEr 0 MENor programa que gera S.

A nogdo de sofisticagdo, por sua vez, tenta distinguir entre o
comprimento do cédigo ¢ o comprimento dos dados que é necessirio
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fornecer ao c6digo para que ele possa gerar a sequéncia S de tamanho N.
Se, na definicio dada acima, de complexidade algoritmica, tor

Mx (§)=c +c, N,
entdo ¢, Serd a sofisticagdo, porque se admite que o termo linear no
comprimento da sequéncia representa os dados, enquanto 0 termo constante
seria o verdadeiro comprimento do c6digo.

Uma outra no¢io procura, na sequéncia S que descreve o sistema,
quais sdo as regras de formacdo, 1sto € a respectiva gramatcica. A
complexidade do sistema € entdo associada a complexidade da gramatica,
de acordo com a hierarquia de Chomsky: linguagens regulares, linguagens
livres de contexto, linguagens sensiveis a0 contexto, CONjUNtos reCursiva-
mente enumerivels.

O melhor é, portanto, em cada aplicagdo particular, usar a nogao que
pareca mais adequada ao fim em vista. E tudo isto, afinal, tem uma certa
l6gica. Se houvesse uma medida simples de complexidade, a complexidade
nao seria complexa.

Mas e a matemdtica, qual é a matemadtica necessdria para lidar com
todas estas nocoes que a qualquer momento nos podem aparecer? I a teoria
da informacdo, € a teoria da computabilidade, € a teornia das linguagens
formais. £ uma vez que a teoria da computabilidade desempenha papel
relevante em muitas destas nocgoes, 14 vamos ter, na caracteriza¢do dos
sistemas complexos, parimetros ndo computavels ¢ questdes nao decidivets.

Mas, enfim, ja chegamos as medidas de complexidade e parece que,
pelo menos, nos escapdmos da légica ¢ dessas coisas horriveils que 0s
matematicos ndo-standard estudam. Porém...

Imaginem uma Universidade que tem dois Gampus, que vamos
chamar o Campus F ¢ o Campus G. Imaginem que o Presidente da
Universidade deseja construir um Instituto de Matemdtica (hipotese
improvivel e perversal). Retine entdo o Senado Universitdrio, que tem 60
membros e, depois de os ter fatigado durante horas a fio com trivialidades,
poc-lhes a questao:

«Querem construtr um Instituto de Matemdtica? Sim ou Niaos»

Para sua satisfacio (e espanto!) hd 40 sins € 20 ndos. Pergunta a seguir:

«Constroi-se o Instituto no Campus 12 Stm ou Nao»

4 20 sins ¢ 40 ndos. O Presidente conclui entdo que tem um mandato
para construir o Instituto de Matemitica no Gampus G. Vai dar a reunido
por terminada quando um espertalhdo diz: “Senkor Presidente, falta perguntar
se se constroi o [nstituto de Matemdtica no Campus G”. Pobre diabo, pensa o
Presidente. Mas com um sorriso condescendente diz: «Seya. Constroi-se o
Instituto no Campus G2 Stm ou Nidoé»
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H4 20 sins e 40 ndos. O presidente fica passado. LLa se fo1 0 mandato
para construir o Instituto, pensa ele. Mas que gente inconstante! Em vez
de ser Presidente da Universidade mais valia ser Presidente do Futebol
Clube do Porto! !

Resta dizer que o Presidente ndo era matematico € que o espertalhdo
era um safado de um légico. K também, ao contrario do que pensava o
Presidente, ninguém tinha mudado de opinido ¢ todos os membros do
Senado estavam bem firmes nas suas convicgdes. A situacido € afinal facil
de compreender se examinarmos o quadro abaixo em que se dividiu 0s
membros do Senado em trés grupos de 20 com opinidoes uniformes € se
indica em cada linha as suas respostas (Sim ou Nao) as 3 perguntas.

Construir Construir no Construir no
Campus F? Campus G?
20 S S N
20 S N S
20) N N N

Cada uma das decisoes é tomada por uma confortdvel maioria de 2/3
e todos os membros do Senado sdo perfeitamente coerentes consigo
proprios. O que € incoerente € o conjunto das decisoes colectivas. Alids, sc
pensarmos um pouco, situagdes como esta sdo frequentes ¢ certamente
ocorreriam se, por exemplo, existisse hostilidade entre os matematicos do
Campus F e do Campus G. Cada qual certamente quereria o Instituto,
desde que nio fosse no Campus do “inimigo”. Afinal a mailoria quer a
construcio, mas a construgao nao se podera fazer se todas as maiorias forem
obedecidas!

O problema geral que se pde ¢ o da transformagao das escolhas
individuais em escolhas colectivas, ou decisoes sociais, € qual o melhor
processo de a realizar. A passagem do individual ao colectivo ¢ a diferenca
qualitativa das suas leis. De novo o paradigma do sistema complexo.

A situacio de conflito entre vontades individuais e coeréncia das
decisoes colectivas foi assinalada ja no século XVIII pelo Marqués de
Condorcet num “Kusaio sobre a aplicacio da andlise a probabilidade das dectsoes
por maioria de votos”. Pode-se construir grande nimero de exemplos do
paradoxo de Condorcet, ou efeito de Condorcet, usando situagdes bem
comuns. Por exemplo, num levantamento de opinido, no mercado, sobre
as escolhas entre trés detergentes. Interrogam-se 3000 pessoas as quais se
pede para compararem dois a dois os detergentes. Suponhamos que o
resultado ¢ o seguinte:
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A é melhor que B? B é melhor que C?  C é melhor que A?

1000 S S N
1000 S N S
1000 N S S

O resultado, outra vez tomado por maioria absoluta de 2/3 em cada
caso, é que A é melhor que B, B é melhor que C ¢, por sua vez, G € melhor
que A. Uma contradi¢io colectiva. Porém cada grupo de 1000 pessoas €
perfeitamente coerente. O primeiro grupo ordena os detergentes na ordem
ABC, o segundo na ordem CAB e o terceiro na ordem BCA.

Outro exemplo: suponhamos que o Futebol Clube do Porto' decide
tornar-s¢ um clube mais geométrico e adoptar como simbolo um poligono
de quatro lados. Pergunta entdo aos secus nove milhoes (?) de adepros:

Querem 4 lados  Querem 4 dngulos  Querem um quadrador

1guais’? lguais’
3000000 S S S
3000000 S N N
3000000 N S N

A decisdo, por maioria, é que querem 4 lados 1guais, querem quatro
angulos iguais, mas #do querem um quadrado. Perfeitamente 16gico. O
primeiro ter¢o quer um quadrado, o segundo ter¢o quer um losango ¢ o
terceiro quer um rectangulo. [.égico, mas colectivamente incoerente.

Haverd um método de escolha colectiva que evite estas incoeréncias?
Formularemos o problema matematicamente. Dada uma assembleia de
votantes A, vamos chamar a cada conjunto de votantes que votam
igualmente a uma dada pergunta K uma coliga¢do K. O indicez pode tomar
o valor S ou N, correspondente a Sim ou Nido. Assim, K ¢ K, sdo
respectivamente os conjuntos de votantes que dizem Sim ¢ Ndo a pergunta
K. O que um sistema de voto taz ¢ simplesmente dizer quais as coligagoes
que vencem. Ao conjunto das coligacdes vencedoras vamos chamar V. No
caso do sustema de voto maioritdrio uma coligacdo K, serd vencedora (K € V)
se tiver mais elementos que o seu complementar K

A primeira condi¢do (¢) dum sistema de voto coerente € que uma
assembleia nio deve poder, 20 mesmo tempo, aceitar ¢ rejeitar uma mesma
proposta. Portanto |
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(C1) KJ. c Vseesose K f ¢V

A segunda condig¢do € que, em tace de duas propostas incompativelis,
a assembleila nio deve poder adoptar as duas ao mesmo tempo. Duas
propostas K ¢ ] serem incompativets significa que os conjuntos K, ¢ J sdo
conjuntos distintos. Portanto/ estd contidoem K (K, ©J ) e K esti contido
emJ/, (/, D K,). Asegunda condi¢do a propor ao sistema de voto € portanto

(C2) Se K €V g]j D> K. entao ] eV

Finalmente para evitar o efeito de Condorcet tem de se por a condi¢do
seguinte:

((3) SeK eVel eV entio K nL €V

Ksta condicdo € necessdria e suficiente para evitar o efeito de
Condorcet. De factose K, ML, ¢ Vcai-se exactamente no caso dos exemplos
apresentados. Por outro lado se K. M L.,e Vpara todas as coligagoes, hd pelo
menos um membro x, da assembleia que pertence a todas as coligagdes
vencedoras e, como estamos a admitir que todos os membros da assembleia
sdo coerentes consigo proprios, qualquer cadeia de decisdao tem
necessarlamente de ser coerente. Se ndo fosse, teria pelo menos x, de ser
incoerente, o que € contra a hipétese de que todos os membros da
assembleia sdo coerentes.

Porém aqui aparece outro problema. Pela condi¢ao ('1, do conjunto
constituido por x,apenas (que designamos por {x }) e seu complementar,
s0 um deles pode pertencer a V. E como o complementar de {x } ndo pode
pertencer a V porque, por hipdtese, x, estd na intersecgdo de todas as
coligagbes vencedoras, entdo {x } e V. Mas entdo nenhum outro elemento
distinto dex  pode pertencer a intersecgdo de todas as coligagoes vencedoras.
Xm conclusdo:

O sistema de decisdo que satisfas a Cl, G2 e (3 ¢ aquele em que as coligacies
$0 sdo vencedoras se o individuo x, estroer de acordo. Por outras palavras, a
coeréncia total so ¢ assegurada em regimen ditatorial!

Kste resultado chama-se o teorema de Arrow. A moral da histéria fica
a0 gosto de cada um. Para aqueles que prezam a coeréncia a todo o preco s6
ha um remédio: a ditadura. Para os que prezam a democracia, ha que aceitar
ocasionalmente um certo grau de incoeréncia nas decisdes colectivas. B o
pPreco a pagar.
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Em matematica um sistema que satistaz as condicoes (1, (2 ¢ (3
chama-se um #/rrafiltro. Um ultratiltro que tem um elemento contido em
todos os outros chama-se um u/trafiltro trivial. ) teorema de Arrow ¢é
portanto a expressao do resultado bem conhecido de que 70do o ultrafilrro
finito é trivial.

Finito! E se for infinito? Se for infinito jd ha ultrafiltros nao triviais,
1sto &, sistemas dc voto que satistazem (1, (2 ¢ (/3 e ndo sdo ditatoriais.
Mas que nos importa 1ss0 s¢ todas as assembleias humanas sido finitas? De
facto importa e € até instrutivo perceber a razdo pela qual os ultrafiltros
infinitos ¢vitam o tcorcma do ditador.

Consideremos a assembleia dos numeros naturais (1, 2, 3, 4, ...), ou
qualquer outra assembleia que numeramos com esses numeros. Queremos
construir um sistema de voto (1sto € um ultrafiltro) em bases democraticas,
de voto mailoritario. Primeiro consideramos os subconjuntos que siao o
complemento dum conjunto finito (os chamados conjuntos cofinitos). Claro
que, como 0s conjuntos cofinitos sao obviamente muito malores que o seu
complementar, vdo pertencer as coligacdes vencedoras, 1sto € ao ultrafiltro.
E para os subconjuntos infinitos cujo complementar € também infinito,
quem ¢ que vai pertencer ao ultratiltro? Por exemplo: Quem ¢ que ganha,
sdo 0s nimeros pares ou os numeros impares? Depende da escolha que se
faca. £ € neste tipo de escolhas, que envolvem um certo grau de
discricionaridade, que o ultrafiltro infinito var diferir essencialmente dum
ultratiltro finito. A estas escolhas chama-se por vezes, dum modo sugestivo,
o estabelecimento das ferarquias dommantes.

Reanalisemos agora o exemplo da votacao no Senado Universitirio,
mas com um Senado infinito (7). Suponhamos que os trés grupos com
opinides diversas sao os miultiplos de trés, os multiplos de trés mais um ¢ os
multplos de trés mais dois. Designamos estes conjuntos por (1), (1) e (111)

(D)  3n S S N
(II) 3n+1 S N S
(III) 3n+ 2 N N N

Pela condigio (1, ou (I) pertence a V ou o seu complementar.
Suponhamos que € (1) que pertence a V (isto é, que é uma coliga¢io
vencedora). Se (11) pertencer a Ventao, pela condi¢do (03, a interseccio de
(I) ¢ (IT) também deve pertencer a V. Mas isso ndo pode acontecer porque
a interseccdo € vazia ¢ portanto complementar dum cofinito. O mesmo
ractocinio se aplica a (I11).




Freura 80 O ditador ¢ o scu uloratiloro finiro.
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Em conclusao: se (1) pertence a V entdo, dos trés conjuntos, so6 ele
pertence a V. Isto €, s6 as decisdes deste grupo € que contam. Nao podera
entdao haver qualquer incoeréncia nas decisoes. 'lTambém nio hd realmente
violagdo da democraticidade porque (1) tem a mesma cardinalidade que a
uniio de (II) e (I1D). K apenas feita uma escolha preferencial entre dois
erupos com a mesma cardinalidade.

Qual € o valor metatorico deste exemplo matematico? Embora as
assembleras humanas sejam finitas, quem ¢ senio o governo, ou as classes
dominantes, a escolher as perguntas que sao feitas num plebiscito ¢ a
reservar-se o direito de tirar conclusées de um conjunto incompleto de
perguntas? E nio sdo, por exemplo, os partidos quem nos propdoe como
escolha apenas candidatos do mesmo tipo € com programas 1dénticos? O
problema € que, como as sociedades humanas sdo finitas, estas escolhas
das hierarquias dominantes, teitas talvez a bem da coeréncia (quem sabe?)
violam necessariamente a democraticidade.

Mas voltemos ao nosso exemplo universitirio. Conscientes do
problema e desejosos de ser coerentes € democratas, como convém a um
universitario, os nossos membros do Senado decidiram nomear um comité
destinado a intervir na formulagdo das questdes ¢ na interpretacdo das
respostas, de tal modo que, dai em diante, o sistema de voto no Senado
fosse tdo proximo quanto possivel dum ultrafiltro infinito. Por isso lhe
chamaram o CUI (Comité do Ultrafiltro Infinito). Claro que se estavam a
tludir. Bastaria que dentro do Comité se gerassem contradi¢des para que,
em conjunto com o resto do Senado, 14 viesse um Condorcet. Sim, porque
ultrafiltros infinitos $6 os infinitos mesmo!

De qualquer modo a nomeagiao do CUI foi um éxito. O Presidente
convocou uma conferéncia de imprensa para explicar o sucesso. Ninguém
percebeu nada, mas todos ficaram contentes. E no dia seguinte veio no
jornal local:

GRANDE DEBATE NA UNIVERSIDADE
A democracia ¢ salva pelo Professor Ultrafiltro Infinito

Entdao qual € a matematica da complexidade, da complexidade em
que vivemos? E a anilise, a geometria, € a geometria fractal, a teoria da
medida e as probabilidades, a teoria dos niimeros. E a teoria da informacio
¢ da computabilidade e a teoria das linguagens e a l6gica, ... Se calhar é
toda a Matemadtica. Na sua comunica¢io ao Congresso Internacional dos
Matemiticos, que teve lugar em Kyoto em 1990, Manin dizia que a
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Matematica era uma Metafora. Uma Metafora sobre a Natureza e sobre a
Humanidade.

. metéforas..., metiforas cada qual usa as que quer.

NOTAS

1 Esta conferéncia foi pronunciada na cidade do Porto (nota do Coord.)
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