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bmbora alguns dos avangos da matemdtica tenham sido comprovados ou
estimulados pelas necessidades concretas das ciéncias fisicas, acontece tambén
mutto frequeniemente que estruturas matemdticas ja existentes, e desenvolvidas
muilos anos arrds, se revelam subitamente como o enguadramento exacto dos
noVOS fenomenos que vao sendo descobertos. Isto levou aleuns autores
a referir-se e a espantar-se com o que eles chamam a eficiéncia
ndo razoduvel da matemdtica.
hxplorando as consequéncias exactas de um certo niimero de axiomas, as teorias
martemdticas 1ém, enquanto objectos l6gicos, uma consisténcia e realidade
proprias que ndo dependem das eventuais aplicagoes que delas sejam feitas
noutros dominios. Isto contrasta com o papel dos formalismos ¢ teorias fisicas,
que sdo apenas iiteis para a descrigdo do mundo natural num deterininado
momento historico e que 1ém de ser constantemente modificados & medida que,
atraves do aperfeicoamento dos métodos experimentais,
noves fenomenos sav descobertos.
Usando alguns exemplos do passado, do presente ¢ talvex do futuro,
exemplifica-se o papel estruturador dos objectos matemdticos enquanio
criadores das estruturas do possivel.




1. Introdugao.

Aqui hd uns meses, dizia um professor de matematica de uma das
nossas universidades, que essa ideia de ter institutos, congregando fis1cos ¢
atemdticos numa estrutura comum, ndo passava de uma ideia de Lerceiro
mundo. Dizia entio que, para ndo se ser terceiro-mundista, 0 que fazia
sentido, no «Portugal curopeu de hoje», era ter, ou institutos de matematica,
ou institutos de fisica, bem separados. lista ¢ uma afirmacio curiosa ¢ que,
» ser tomada a sério, altera algumas das defini¢des geogrifico-econdmicas
convencionais. Dois dos mais famosos institutos do mundo, em que
coexistem sob uma estrutura comum fisicos ¢ matematicos, sao o Instituto
de Estudos Avancados de Princeton e o Insttuto de Altos Estudos
Cientificos de Bures-sur-Yvette. A acreditar, portanto, no nosso quertdo
professor de matemdtica, os Estados Unidos e a IFranca situar-se-ram entao
no terceiro mundo. lalvez, quem sabe.

Como eugporém nao tenho nada contra o terceiro-mundo, esteja ele
onde estiver, uma das coisas que tentarel aqui fazer ¢ mostrar COmo as
interaccdes da fisica e da matemadtica podem ser enriquecedoras para ambos
os dominios. Estas interacgoes processam-s¢ de dois modos. Por um lado,
alguns dos avancos da matematica sao provocados, ou estimulados, pelas
necessidades concretas das ciéncias fisicas, mas, por outro lado, acontece
rambém frequentemente que cstruturas matematicas ja cxistentes, ¢
desenvolvidas muitos anos atrds, aparecem como o enquadramento Correcto
dos novos fenémenos que vao sendo descobertos. Isto tem, ao longo dos
tempos, levado diversos autores a espantar-s¢ com 0 que cles chamam a
dficiéncia ndo-razodovel da matemdtica' ou a levantar questoes do género:

«Quando se diz que as matemadticas s30 a contrapartida simbdlica, no
pensamento, da realidade material do Universo, fica-se confrontado com a
questdo enigmadtica de saber se o Universo € matcmatico»-.
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Serd esta, porém, uma questao enigmatica ou uma questio circular?
Nio serd verdade que, tanto a percepcao do mundo fisico, como as estruturas
matemdticas sdo produtos da mesma maquina cerebral? "Todas as estruturas
matemadticas criadas pelos humanos sio, em dltima analise, suportadas por
um subconjunto das ligacdes sindpticas possiveis das suas redes de
neuronios. Mas também o sdo evidentemente todos os modelos que do
mundo fisico alguma vez possam ser construfdos. Deste ponto de vista
torna-se, pois, natural que os modelos fisicos e as estruturas matemarticas
tenham grande identidade, j3 que utilizam exactamente 0 mesmo contexto
representatorio.

Quando se fala das relacdes estreitas entre 4 fisica o a matemadtica, as
da geometria nfio euclideana com 2 relatividade, da andlise funcional e da
teoria dos grupos com a fisica quantica sdo os exemplos mencionados por
quasc toda a gente, mesmo por aqueles que nao os percebem muito bem.
Em vez de elaborar nestes cxemplos cldssicos, tentarei discutir alguns
aspectos mais recentes desta interaccio entre a fisica e g matematica, que
poderao ser de mais interesse para quem quiser fazer fisica ou matemaitica
hoje, em vez de se dedicar 3 histéria

Z. Nitmeros, valores absolutos distancias e estruturas ultram erricas.
¥ 3

(s nimeros naturais {1, 2, 3,...} juntamente com as operacgoes de
soma, subtrac¢io, multplicac¢do e divisio, constroem-nos o conjunto (corpo)
dos niimeros racionais. Os racionais $40, portanto, 0s NUMEros inteiros mais
aqueles que podem ser representados como fraccoes de inteiros. Dadas as
operagoes habituais da vida corrente, o corpo dos racionais ¢ portanto uma
especie de corpo minimo dos nimeros necessirios.

Quando se utiliza um conjunto de niimeros para indexar uma certa
quantidade, ou para indicar as localizagbes de um conjunto de pontos
marterials, uma outra no¢io Util e natural € 4 de distincia entre 0s pontos
(ou distdncia entre 0s nlimeros corres pondentes). A no¢io de distgncia entre
dois niimeros est4 relacionada com a no¢ao de valor absoluro

Ax,y) = Ix -yl (1)
Um valor absoluto num corpo de ntimeros tem de facto as

propricdades naturais que se es perariam para, através da detinicdo (1), obter
a no¢ao de distincia, nomeadamente
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1) x|=0 (2.a)
1) xl=0seesdsex =0 (2.b)
i) eyl =|x|)y (2.c)
V) |x+ y| <|x +iy‘ (2.d)

A questio seguinte que se poe € a de saber que tipos de fungoes (¢
portanto que tipos de distdncias) podemos ter, satisfazendo as condigoes 1),
i), iii) e iv). O teorema de Ostrowski afirma que hd tr€s ¢ apenas tr€s tIpos
de valores absolutos:

1) O valor absoluto trivial: Ol =0eclxl=1sex#0 (3.a)
2) O valor absoluto usual: +| = sup(x,-x) (3.b)
3) O valor absoluto p-ddico:  Para cada nimero primo p, 0|p =0c
para x # 0 sera
]
|':‘:|[‘.r ~ vix) (3{:)
P

em que V (x) é o expoente de p na decomposi¢io de x em factores primos.

Para a distincia p-ddica, dois niimeros x € y estardo proximos se a sua
diferenca for divisivel por uma poténcia elevada de p, 1sto €, s¢ o expoente
v de p for grande na expansio de x-y em factores primos.

[
‘X — y\p = ) (4)

p

O corpo dos racionais () n3o é completo, nem para a distincia

habitual (lx — yLﬂ =sup(x—y,y—x)), nem para as distincias p-ddicas. Ao
completi-lo com os limites das sequéncias convergentes em relagdao a

i 1 obtém-se os numeros reais (R); ao completi-lo com sequéncias

convergentes em relagcao a | 1 obtém-se o corpo dos nimeros p-adicos

.”
Q).
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‘Todo o p-ddico x tem uma representacdo unica da forma

X = zanpﬂ (5)

=My

em que 0<a < p e n, € um inteiro, positivo ou negativo. ksta represen-
tacdo chama-se expansiao de Hensel. Portanto, dots niimeros sao proximos
em distidncia p-adica quando as respectivas expansoes de Hensel coincidem
desde #, at¢ uma ordem # elevada. Por exemplo em 3-ddicos 1 estd mais

perto de 10 do que de 2.

I
d(],Z}Z?:]

[
d(1,10) = — =
(1,10) 77

De facto 1 estd ainda mais perto de 244 do que de 2 ou de 10.

1 1
[(1,244) = — =
@ ) ¥ 243

Na figura 1 representam-se, através duma organizacdo em arvore,
alguns inteiros 3-adicos. As ramificacdes da drvore representam os diversos
termos da expansao de Hensel. A distincia mede-se através do comprimento
do percurso necessario para ir de um nimero a outro sobre a arvore.

Desta organiza¢do em darvore, que € a ordenacao natural dos p-adicos,
resulta que estes constituem um conjunto totalmente descontinuo, em que
nao ha pontos intermédios entre cada dois pontos. Isto contrasta com a
estrutura dos nimeros reats que, sendo naturalmente ordenados ao longo
de uma recta, tém pontos intermédios ¢ pode-se passar continuamente de
um ponto a outro.

A natureza hierdrquica e descontinua dos p-dadicos tem outras
consequéncias intcressantes. Se considerarmos, por exemplo, um
movimento aleatdrio com saltos de comprimento limitado, ao contrdrio do
que acontece com os reais, no caso dos p-adicos o movimento permanece
para sempre numa vizinhang¢a do ponto de partida.

No caso do valor absoluto ‘ L tem-s¢ | X+ le > Ililm se x# 0. A esta
bropriedade chama-se o principio de Arquimedes. No caso dos p-adicos, porém,

X+ JEJ , S IJL?J » - Os p-ddicos sio, portanto, um corpo ndo-arquimedeano.
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Figura 1. Ordenagdo em arvore dos inteiros 3-adicos.
(1 esta mais perto de 10 do que 2).

Da propriedade 1v) do valor absoluto resulta para as distidncias a
desigualdade triangular

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (6)

No caso das distincias p-ddicas, paraalém desta propriedade, verifica-
_se uma outra mais restritiva

d(x,z) < Max {d(x,y),d(y,2) 1, (7)

chamada propriedade ultramétrica. /A ultrametricidade, encontrada primetra-
mente no contexto dos nimeros p-ddicos, € porém uma estrutura que s¢
pode realizar, com erande generalidade, em €spacos topolégicos. E a
gcneralidade desta propriedade ¢ que a torna uul cm varios contextos das
ciéncias fisicas.

As propriedades geométricas impostas pelas distdncias ultramétricas
sio pouco usuais. Por exemplo:

— Todo o ponto deniro de uma bola ¢ um ceniro da bola.

— O digmetro duma bola é igual ao seu raio.

— Yvdas as bolas sdo «fechabertas» (isto ¢, fechadas ¢ abertas ao mesmo
renipo).

— Duas bolas. ou sdo disjuntas, ou estao contidas umda deniro da outia.
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— Ibdos os triéngulos, ou sdo equildteros, ou isdsceles. Nao hd tridngulos
escalenos p-ddicos.

Verificam-se facilmente estas propriedades usando a expansdo de
Hensel.

A distincia habitual é uma nocio ttil que convive connosco no dia-a-
_dia. Porém, que dizer desta outra possibilidade que, partindo dos mesmos
axiomas basicos, a matemadtica nos oferece? Que dizer desta outra distincia
com propriedades tio bizarras? Parece mesmo uma «aberra¢ao da Naturcza»
isso da esfera em que todos os pontos sdo centros!

Se meditarmos, porém, um pouco sobre a drvore dos inteiros 3-adicos,
vemos que a distAncia ultramétrica ndo € assim tdo estranha. A distincia
habitual l i s6 é natural quando as quantidades com que lidamos se podem
ordenar naturalmente sobre uma recta. Para quantidades que se organizem
duma forma hierdrquica através de um processo de ramificagdo, as distdncias
ultramétricas é que sdo naturais. Por exemplo, ao considerar a taxonomia
animal baseada nas diferencas dos aminodcidos das cadeias de hemoglobina
obtém-se a figura 2, onde se vé& que a maneira natural de definir a distdncia
entre espécics é através do ponto de divergéncia evolutiva, nao atraves
duma ordenacio linear. Por exemplo, nio faz sentido dizer que o cio esta
entre o homem e o coelho porque, de facto, os trés formam um triangulo
equildtero. E o coclho também nido estd entre 0 homem ¢ 0 tubardo, de
facto estio A mesma distincia deste tltimo, formando um tridngulo 1sésceles.
I tridngulos escalenos ndo existem!

Na fisica a ultrametricidade fez a sua entrada em 1980 na
caracterizacdo de um novo tipo de transicio de fase. As transigoes de fasc
classicas estio associadas a violacdes de simetria. Por exemplo, na transi¢ao
ferromagnética em que, abaixo de uma determinada temperatura, 0$
momentos magnéticos se orientam preferencialmente numa direcgdo, ©
violada a simectria de rotacio. O sistema deixa de ser invariante para rotacdes
em torno de eixos arbitriarios € passa apenas a Ser mnvariante para rotagoes
em torno da direccio de orienta¢do preferencial dos momentos magnéticos.
Como (na auséncia de campo exterior) a direc¢io de magnetizagdo pode
ser qualquer, o que acontece, em termos energéticos, € que a energia livre
& minima e tem o mesmo valor para uma série de configuracoes distintas,
cada uma delas correspondendo a uma direc¢do da magnetizagio total. E
em principio possivel, sem alteracdo da encrgia, passar continuamente
através de todos estes estados, 1Sto & fazer rodar simultineamente todos os
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Figura 2. Arvore filogenética de vertebrados baseada nas diferencgas dos
aminodcidos da cadeia g da hemoglobina.

momentos magnéticos para uma configuragio minima diferente. Podemos,
portanto, dizer que os diversos minimos da energia livre s¢ ordenam sobre
uma recta real e que € possivel passar continuamente dum minimo para
outro. O que foi descoberto em 1980 ¢ que nos sistemas chamados «vidros
de spin» os minimos da energia livre se organizam segundo uma arvore
com distincias ultramétricas entre eles. Nos diversos minimos a energia
livre pode mesmo ter valores diferentes. Como a organizag¢do ¢ ultramétrica,
nio havendo pontos intermédios nem interpolacio continua entre cles, se¢
a temperatura for suficientemente baixa para as flutuactes admissiveis
estarem abaixo dos escaldes da arvore, o sistema fica para sempre num
minimo local, mesmo que a energia seja muito maior que a do minimo
olobal. N3o ha qualquer possibilidade de eventualmente se alcangar o
minimo global por mais tempo que se espere. Alids, o nome vidro de spin €
qualitativamente incorrecto e fot posto quando ainda se acreditava que estes
sistemas podiam eventualmente relaxar para o seu estado de energia minima
olobal.

Aquilo que distingue basicamente um vidro de spin doutros sistemas
magnéticos ¢ a existéncia de requisitos energétcos contraditérios € a sua
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distribuicdo desordenada. Algumas das interacgoes entre 0s momentos
magnéticos proximos tendem a orientd-los na mesma direccdo, enquanto
outras tendem a orientd-los em sentido contrario. Isto conduz a situagoes
em que ndo € possivel satistazer todas as condicoes locais. A este tendmeno
chama-se frustracdo. Por exemplo, se considerarmos quatro momentos
magncticos colocados nos vértices dum quadrado e se trés das ligagoes
tenderem a orienta-los na mesma direc¢do ¢ a quarta tender a orientd-los
na dircc¢io oposta, nfo ¢ possivel optimizar todos os requisitos.

Esta situacio de requisitos contraditérios existe, nao sé nos vidros de
spin, como também noutros sistemas fisicos ¢ biologicos. Por exemplo, nas
redes neuronais, que sao um modelo de algumas das funcoes cerebrais, as
ligaches entre os neurénios sio, ou de reforco, ou de inibi¢io. E entio
frequente obter situagdes de trustragdo. Nessas circunstancias pode ser-se
levado a uma organizagao ultramétrica dos pontos estdveis, com a eventual
impossibilidade de sair dos minimos locais. A estruturacio de conhecimentos
¢ conceitos através da experiéncia de vida dum individuo, ou mesmo a
formacido dos mitos duma sociedade, faz-se por vezes também através duma
estruturacdo hierarquica dos conceitos. A compreensdo de que este tipo de
cstruturas se organizam, nao atraves da distincia usual, mas através de
distincias ultramétricas, permitird talvez compreender a dificuldade de
alteracio dos mitos ou ideias feitas. Quando a estrutura € ultramétrica, ndo
hd pontos intermédios ¢ difusdes limitadas nunca saem duma pequena
vizinhanca. "lalvez a frase «Burro velho ndo aprende linguas» contenha a
percepcio intuitiva que a sabedoria popular faz das estruturas ultramétricas.

Finalmente, nada nos garante que o corpo dos nimeros reais seja o
corpo adequado para a descrigdo da tisica a distincias da ordem do

+ - Y , L
comprimento de Planui{{ / "G e16x10- e © VAIIAS tCNLALIVAS €M stdo feitas

Ve |
para utilizar corpos p-ddicos na gravitacio qudntica.

A introducio que fizemos, dos nimeros p-ddicos e das estruturas
ultramétricas através do teorema de Ostrowski, ndo obedece a sequéncia-
historica da evolugdo da matemadtica. De facto os nlimeros p-adicos foram
introduzidos em 1897 por IHensel no contexto da teoria algébrica dos
nimecros, portanto antes da nocido de espaco métrico, que data de 1906 ¢ se
deve a I'réchet. Por outro lado, o teorema de Ostrowski, que nos da todas
as possibilidades de valores absolutos, s6 for provado em 1935, ¢ a
generalidade topoldgica dos espacos ultramétricos mostrada por Krasner
em 1944. 'lTudo 1ste &, porém, irrelevante sara 0os propdédsitos desta
conferéncia, porooie o facto € que toda esta maquinaria estava pronta quando

a primeira aphoa io g dstca aparece, em 1980,
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‘I'al como noutros casos, uma cstrutura matemdtica que ¢ criada
através da exploragio do «jogo das possibilidades», que € a esséncia da
matematica, torna-se num dado momento histérico o formalismo adequado
para descrever um sistema fisico. O facto de ter uma aplicagio a fisica, ou a
qualquer outra ciéncia natural, ndo aumenta nem diminui o grau de
«realidade» da estrutura matemadtica. A estrutura matemdtica, enquanto
estrutura consistente com os seus axiomas basicos, tem a sua realidade
prépria, no sentido que é imutdvel enquanto os axiomas ndo forem alterados.
O mais que lhe pode acontecer é que novos teoremas sejam acrescentados,
que s3o ainda compativeis com os mesmos axiomas. Isto €, novos pedagos
de realidade sdo acrescentados a preexistente. A situacdo na fisica ¢ nas
outras ciéncias naturais é bastante diferente. As teorias ¢ os scus formalismos
s6 tém sentido na medida em que descrevam os resultados das experiéncias.
I como; 2 medida que os métodos experimentais se vao refinando, se obtém
novos resultados, as teorias tendem a ser alteradas para as tornar compativelrs
com esses novos resultados. Acontece mesmo, frequentemente, que uma
pequena alteracio nos resultados experimentais conduz ao abandono
completo dum formalismo ¢ a adop¢io doutro completamente diferente.
Deste modo uma estrutura matemdtica, enquanto matematica, tem a sua
realidade propria. Enquanto tormalismo duma teoria fisica, ¢ apenas uma
ferramenta de trabalho atil num dado momento histoérico.

3. leoria das deformacoes das dlgebras, teorias fisicas e constantes
Jundamentats.

O objectivo da teoria das deformacdes € determinar todas as estruturas
matematicas dum certo tipo, organizando-as primeiro em familias continuas
¢ depois determinando como ¢ que estruturas proximas se relacionam umas
com as outras. A 1deia de estudar familias continuas de objectos abstractos
teve talvez a sua origem nos trabalhos de Riemann.

QOuando entre 0s objectos de duas estruturas matematicas existe uma
correspondéncia biunivoca tal que as operagoes sao preservadas, diz-se que
as duas estruturas sao isomorfas. Isto €, elas sao duas realizacoes duma
mesma estrutura abstracta. Um dos objectivos da teoria das deformacoes &€
classificar todas as classes de estruturas de um certo tipo, cada classe
contendo apenas estruturas 1somorfas entre si. Um problema central que
se poc & o darigides, ou estabilidade, perante as deformacgdes. Uma estrutura

¥
il

l£, diz-se rigida quando, para toda a deformagio 7 (em que 7 € o parAmetro
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da deformacio), a nova estrutura X ¢ isomorfa a £ . Esta nogio ¢
particularmente importante nas aplicagoes fisicas porque, quando s¢ trata
de construir modelos dos fenémenos naturais, interessa sobretudo considerar
as propriedades do modelo que ndo sio muito sensivels a pequenas
alteracoes do modelo. Uma vez que o modelo € apenas uma aproximacgio
do mundo real, € de esperar que sejam apenas as propriedades mais estaveis
do modelo as que tém alguma hipétese de coincidir com as dos fenémenos
observados.

As estruturas matematicas cujas detormacdes nos vao interessar sao
as algebras de Lie. Uma algebra de Lie G € um espago linear com uma
operacao [X,Y], chamada o paréntesis de Lie, que satisfaz:

X,Y] = - [¥X] (8)
X2 + IZX + [ =0 ().

istas propriedades sdo as propriedades que os comutadores satisfazem.

A teoria das deformacoes das dlgebras de Lie deve-se a Gerstenhaber,
Nijenhuis e Richardson e baseia-se na cohomologia dessas dlgebras. Aqui
indicaremos apenas, dum modo qualitativo, os resultados que se obt€m
por aplicagdo da teoria das deformagoes a algumas dlgebras de interessc
fisico. Num apéndice definem-se¢ as noc¢des bdsicas da cohomologia das
dlgebras de Lie. Podem obter-se mais detalhes por consulta da bibliogratia
complementar. O resultado central da teoria das detormagdes diz que, se o
segundo grupo de cohomologia (em relagdo a representacio adjunta) H#4(G,G)
é nulo, entdo a dlgebra é rigida. Isto é, todas as deformacoes sdo equivalentes
a0 ponto de partida, ou o que € o mesmo, a estrutura algébrica € estavel. O
método de exploracido das possibilidades de modelos algébricos € portanto
bem definido: Dada uma dlgebra calcula-se H*(G,G). Se ndo for nulo quer
dizer que existem deformagoes ndo-triviais; ¢ vai-se deformando a algebra
até encontrar as classes estaveis. Serdo entido estas tltimas as que com maitor
probabilidade poderdo proporcionar modelos estaveirs dos fenomenos
naturais. Vejamos dois exemplos:

1) Consideremos a dlgebra de Lie do grupo cinemdtico da mecinica
nio-relativista, 1sto é, o grupo de Galileu. Este grupo contém as rotagoes ¢
as transformacoes de referencial (galileanas). O segundo grupo de
cohomologia desta dlgebra nfo é nulo e por deformagio obtém-se a dlgebra
do grupo de Lorentz. Esta tltima, sim, € estavel. Deste ponto de vista o
grupo de Lorentz aparece como o grupo natural para servir de modelo fisico.
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Que a natureza tivesse escolhecido o ponto parucular € instavel corres-
pondente ao grupo de Galileu € que seria algo aberrante.

Note-se que, juntando 2 dlgebra de Lorentz as translacgoes no €spago
e no tempo, obtém-se a dlgebra de Poincar¢, a qual tambem ndo & estavel.
Para obter estabilidade, uma nova deformacio conduz as dlgebras do grupo
de De Sitter. 7

2) Consideremos agora a dlgebra de Lie das fungdes no espago de
fase da mecanica classica. O paréntesis de Lie neste caso € o paréntesis de
Poisson. 14l como no caso da dlgebra de Galileu, verifica-se que esta algebra
tem deformacdes ndo-triviais ¢ a classe estdvel que se obtém por deformagao
¢ a da dlgebra de Moyal-Vey. Esta dlgebra € exactamente a da mecanica
quantica e, tal como anteriormente, concluiu-se que a mecinica cldssica
constitui um modelo algébrico instdvel ¢ que a mecidnica quintica € que ¢
o modelo natural nesta familia de modelos.

Quando, por deformacio, se obtém uma estrutura algébrica rigida,
qualquer deformac@o nessa vizinhanca conduz a dlgebras que sdo todas
equivalentes. Ista familia de dlgebras equivalentes € parametrizada pelo
parimetro de deformacdo. Por exemplo, no caso da 4lgebra de Lorenz o
pardmetro € 1/¢, em que ¢ é a velocidade da luz. O parametro ¢ zero no
ponto instavel correspondente a dlgebra de Galileu ¢, para qualquer outro
valor, obtém-se sempre a dlgebra de Lorenz. Portanto, o ponto de vista das
deformacdes mostra que a estrutura algébrica por si s6 ndo permite fixar a
velocidade da luz, porque qualquer que ela fosse, desde que finita, a dlgebra
seria sempre a de Lorenz. O parimetro (a velocidade da luz neste caso) ¢,
portanto, uma constante fundamental a obter das experiéncias. No caso da
deformacio da dlgebra de Poisson para a dlgebra de Moyal-Vey o parametro
¢ 4 constante de Planck 7#(com dimensoes de acgio = MLT"). 7t € zero
no caso instavel de Poisson e tem um valor qualquer no caso de Moyal-Vey.
Deste modo, a teoria das deformagoes define-nos ndo s6 as estruturas
estiveis como também nos indica quais sdo as constantes fundamentais a
fixar a partir dos resultados experimentais.

Uma vez fixada a escala das velocidades e da ac¢do, todas as grandezas
fisicas se exprimem em poténcias de comprimento. Se, por sua vez, se fixar
a escala de comprimentos, todas as grandezas fisicas se tornam adimen-
sionais, nimeros puros. Como vimos, as escalas da velocidade e da acgio
sio fixadas por deformacdes para pontos estiveis. Uma questdo que se pode,
portanto, pdr ¢ a de saber qual serd a deformagdo que fixard a escala de
comprimentos e tornard a fisica adimensional. Esta € uma questao que amnda
aguarda resposta. -
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4. O papel da Matemdtica.

A matemadtica, como vimos, fornece a fisica os quadros estruturantes
que vao permitindo a interpretacao dos fendmenos naturals em corpos
tedricos simples ¢ bem definidos. Neste sentido, a mator utilidade que um
matematico pode ter para a fisica € através da criagdo de novas estruturas ¢
do seu pleno desenvolvimento matematico.

Po6r a disposicdo das ciéncias da natureza novas estruturas matema-
ticas, ou aperfeigoar as existentes, ¢ bem mais ttil que encher revistas com
a chamada «matemadtica feita a propdsito da fisicar.

Kste tipo de «matemadtica aplicada» niao tem, em geral, grande
utilidade porque, sendo na maior parte dos casos feita por matematicos
que nao t€m um conhecimento protundo da fisica, trata de problemas
antiquados ou problemas de interesse marginal.

Claro que criar novas estruturas matematicas, ou provar resultados
de 1impacto na propria matematica, € bem mais dificil do que provar o mesmo
tipo de teoremas numa equacao ligerramente diferente. Parafrascando
Kinstein: hd uma grande diferenca entre fazer muitos turos numa tabua
macta ou fazer um s6 furo que seja numa tdbua dura.

Mas ¢ compreensivel. A pressio das carrciras obriga a publicar ¢ a
tentacio de fazer furos em tdbuas macias € forte, para nio perder o emprego.
Se for investigador do INIC, claro que perde o emprego de qualquer modo,
quer tenha feito furos em tibuas mactas ou em tabuas duras. Mas 1ss0 sdo
singularidades da nossa democracia de sucesso.

Resumindo e em jeito de conclusido: «Procurem os matematicos criar
as estruturas do possivel, que o possivel se encarregard de as tornar
obrigatérias».

Ksta visio da matemdtica opde-se, porém, a uma outra visio mais
imediatista, ndo s6 da matematica, como do trabalho cientifico em geral.
Ha algum tempo, interrogado por um jornalista sobre estas matérias, um
Secretario de Estado exortava os cientistas a deixarem-se de fantasias ¢ a
«tazer pela vida». Em circunstiancias semelhantes o Ministro da tutela do
scctor da 1nvestigacdo dizia que «a investigacdo deve ser orientada pelo
mercado». iz a lenda que fora queda de uma maci que inspirou Newton.
Ora hoje ninguém duvida da utilidade pratica da ler de atraccdo gravitica.
Basta pensar nos satélites de comunicagoes que transmitem os Campeonatos
de Futebol da UEKFA e as informacdes da bolsa de "T'é6quio. "Tudo coisas
murto uters. Mas na altura de Newton a lei de atraccio universal devia
cstar bem longe das preocupagdes do chanceler do reino. Pensar em tais
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coisas devia ser um sintoma da «neficiéncia da ci€ncia», para usar uma
outra frase de um nosso governante. & se Newton tivesse antes pensado
nos ditames do mercado que teria sucedido? "lalvez isto:

Figura 3. B se Newton sc ortentasse pelas regras do mercado ...
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Claro que eu ndo tenho nada contra as leis ¢ 0os mecanismos do
mercado. O que eu digo € apenas: «As leis do mercado para os mercadores
¢ as lets da criacdo cientitfica para os cientistas». Por favor ndo misturem as
coisas. Que cada qual faga o que lhe compete ¢ o faca bem. Eu também
nao peco ao governo para fazer investigacdo cientifica. Bastar-me-ia que
governasse bem.

NOTAS
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Apéndice

Cohomologia das dloebras de [ie

Seja G (com elementos X, € () uma dlgebra de Lie e P:G—=T uma
representagao de G por transformagdes lineares num espaco vectorial V.
Uma #-cocadeia ) é uma aplica¢do linear antisiméericade G x ... x G em V

XX, —wo(X,,..,.X,)eV

Com a adi¢io e o produto por escalares, as cocadeias de ordem n formam

um espacgo vectorial &' (G, T1).
CG,V) ¢, por definigio, o proprio V.

A derivada exteriord . C (G, V) — C ™G, V) é

t+1 A

do(X,,....X,,)=> (-=D""p(X)o(X,,...Xi,... X )
i=1

=iz j=u+l

(A1)

O sinal A sobre um argumento significa que esse mesmo argumento é
omitido.

Uma cocadeia @ diz-se um cociclo se dw=0. Diz-se uma cofrontetra se for uma
derivada exterior doutra cocadeia, isto é ® e ( "G, V)). Uma vez que dldw)=0),
todas as cofronteiras sao cociclos, porém nem todos os cociclos sio necessariamente
cofronteiras.

Designando por Z" (p) o espaco dos cociclos ¢ por B”(p) o espaco das
cofronteiras, o grupo de cohomologia de ordem n é o quociente



)
BH’ (p)
O grupo de cohomologia serd trivial quando todos os cociclos forem
cofronteiras. A importincia disto para a teoria das deformagdes e a seguinte:

Consideremos no espaco vectorial G a seguinte deformacio duma dlgebra

de Lic cujo paréntesis € [X, Y] :

(X, Y], =[X,Y],+ D 0,(X, ")} (A.3)

f=1

A ¢ o parimetro de deformagio ¢ @ (X,Y) € um clemento de . Para que
| X .Y |, sejaainda um paréntesis de Lie ¢é necessdrio que satisfaga a condicio (9),
chamada identidade de Jacobi. Para que [X 1}/];1 definido em (A.3) satisfaca a
identidade de Jacobi é necessirio que Zw, =0, isto € que @, seja um cociclo. Se @,
for uma cofronteira (isto ¢ @, = #6)) existe uma transformagdo linear em G que
permite eliminar o termo de ordem | em (A.3). Aplicando de novo a identidade dc
Jacob1 obtém-se agora zz’wﬂz 0. Se, por sua vez, @, = 406,, elimina-s¢ o termo em
A%, Sese puder continuar este processo indefinidamente, prova-se entao que a
ilgebra deformada [ X .Y ], ¢ equivalente 2 inicial [ X Y | . Portanto, s6 existem
deformacdes nio triviais quando alguns cociclos ndo sdo cofronteiras, 1sto ¢, quando

o segundo grupo de cohomologia H*(G,G) ndo ¢ nulo.



