Probabilidades e processos. Nocdes basicas

R. Vilela Mendes
http://label2.ist.utl.pt/vilela/

Fevereiro 2010

0 Fevereiro 2010 1/ 44



Programa geral

© Probabilidades e processos. NocGes bdsicas

0 Fevereiro 2010 2 / 44



Programa geral

© Probabilidades e processos. NocGes bdsicas

@ O movimento Browniano

0 Fevereiro 2010 2 / 44



Programa geral

© Probabilidades e processos. NocGes bdsicas
@ O movimento Browniano

© Introducdo a matemdtica financeira

0 Fevereiro 2010 2 / 44



Programa geral

© Probabilidades e processos. NocGes bdsicas
@ O movimento Browniano
© Introducdo a matemdtica financeira

@ Nem tudo é Browniano, nem tudo é Gaussiano

0 Fevereiro 2010 2 / 44



Programa geral

© Probabilidades e processos. NocGes bdsicas

@ O movimento Browniano

© Introducdo a matemdtica financeira

@ Nem tudo é Browniano, nem tudo é Gaussiano
@ http://label2.ist.utl.pt/vilela/

0 Fevereiro 2010 2 / 44



Probabilidades e processos. Sumario

Introducao

Cadeias de Markov
Varidveis Gaussianas
Teorema do limite central
Martingales

Processos de ramificacdo

Informacdo, entropia e medida de Gibbs

Exercicios

0 Fevereiro 2010 3 / 44



Introducdo

° \Modelos estocésticos\ : Descricdo sistemdtica da dinamica das
varidveis desconhecidas

@ Processos \ discretos \ e | continuos |

o Equacses ‘ progressivas‘ e ’ regressivas‘
Relacionando, por exemplo, os valor expectdveis f (x, t) dum porfélio
obtido através de varias estratégias (equagdes matriciais, relagdes de
recorréncia, equacdes as derivadas parciais)

@ Difusoes e \célculo de Ito \:
Se X(t) for diferencidvel AX = X (t + At) — X(t) é de ordem At
(existe C tal que |[X(t+ At — X(t)| < C|At| para At pequeno), isto
e Af(X(t)) = fF(X(t+ At)) — F(X(t)) = f'AX to this accuracy.

o Porém no calculo de lto AX é de ordem v/At, logo
AF ~ FIAX + LFAX?,
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Introducdo

° ‘ Espaco de probabilidade Q) ‘ w € (), w = acontecimento elementar.
A C (), acontecimento
X(w) = varidvel aleatéria

e Probabilidade de w: P(w) >0 com ¥ ,cq P(w) = 1.
P (w) fracgdo de acontecimentos w num grande nimero de ensaios
P (w) conhecimento subjectivo da ocorréncia de w

P(A) =) P(w)

weA

@ Espacos de probabilidade \contéveis\ e \ incontéveis\
Se a probabilidade em [0, 1] fér uniforme, entdo P(w) = 0 para cada
w € [0,1].

° ‘Operag:c")es de conjunto ‘: Acontecimentos sdo subconjuntos de (),
A C Q). Operagdes de conjunto aplicam-se aos acontecimentos
ANB, AUB, ACB, A¢ Q.
P(®) =0. O complemento de @ é Q).
A e B sdo disjuntos se AN B = @.
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Introducdo

e Factos basicos:
P(A) < P(B) se AC B,
P(AUB) = P(A)+ P(B) se P(ANB) =0,
Se P (w # 0) para todo o w € (), entdo P(ANB) =0seesése A
e B forem disjuntos,
P(A) 4+ P(A°) = P(Q)) = 1.
° \ Probabilidade condicional \

P(ANB)
P(B)
° ‘Regra (ou teorema) de Bayes ‘: Permite calcular P(AN B) quando
forem conhecidos P(B) e P(A| B),
P(ANB) = P(A| B)P(B)
(A| B) = P(A). Isto &
P(

P(A|B) =

e Independéncia: A e B independentes se P(A |
P(ANB) = P(A)-P(B)
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Introducdo

Condicionar em B e depois em C é o mesmo que condicionar em
BNC (Be ()

P(w|BNC)
P(C[B)
Plwnc|B)

P(CNB)
P(B)

P(wNn CNB)
- P(CNB)
= Pw|CNB)

Plw|B|C)
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Introducdo

@ No espaco de todos os acontecimentos possiveis havera alguns em
relacdo aos quais conhecemos a sua probabilidade e outros para os
quais isso n3o é possivel. Essa informacao incompleta formaliza-se
definindo alalgebra F dos conjuntos |mensurdveis que deve satisfazer
as seguintes condi¢des:

A € F implica A € F.
Ac FeBe&€F implicaque AUBe FeANBeF.
OQcFe®eF.

o Exemplo de F: Suponhamos que se lanca uma moeda 4 vezes mas
que F se refere apenas aos dois primeiros lancamentos. Um
acontecimento em F seria {00} = {0000, 0001, 0010, 0011}

Um acontecimento ndo pertencente a F seria, por exemplo
A ={1111,1110,1101, 1011, 0111}

o |Algebra—c | = fechada para intersec¢bes contaveis: Se A, € F é um

conjunto contdvel mensurdvel em F entdo A= N,A, € F. Uma
algebra finita é sempre o. Se Q) for infinito pode ou n3o ser 0.
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Introducdo

@ Exemplo: () = conjunto dos inteiros e A € F se A é finito ou A€ é
finito. F é uma algebra que n3o é o. Por exemplo, se A, exclui sé os
primeiros n inteiros impares, entdo A = N,A, é o conjunto dos
inteiros pares e nem A nem A€ s3o finitos.

° ‘ Funcdo de distribuicido cumulativa ‘ F(x), é a probabilidade que

X < x,
Fix)= ), Pw)
X(w)<x

° ‘Fun;ées mensurdveis ‘: X(w) é mensurdvel em relagdo a F se o valor
de X é completamente determinada pela informacdo em F. Isto €,
para cada valor x, o acontecimento X = x,

By = {w : X(w) =x} € F. A fungdo X(w) é mensurdvel se todos
os conjuntos B, sdo mensurdveis. Pode escrever-se X € F .

° ‘Algebra gerada por acontecimentos‘ A1, ..., Ax : a menor algebra
que contém estes acontecimentos, todas as interseccdes, unides e
complementos.
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Introducdo

° ‘Algebra Fx gerada por uma funcdo ‘: algebra gerada pelos conjuntos
By = {w : X(w) = x}.
Y € Fx se o conhecimento de X (w) determina o valor de Y (w).

@ Relacao de equivaléncia: w; e w; sdo equivalentes, wi ~ woy, se a
informacdo em F ndo distingue wy de wy. w1 ~ wy se
w1 €EA= wy € Aparatodoo A€ F.

e Particdo: Uma particdo de Q) é P = {B1, By, ...} tal que todo o
w € () estd exactamente num dos acontecimentos Bx. Fp =
algebra—o gerada por P.

e Valor expectavel (valor médio) de X (w) :
E[X] = Lwea X(w)P(w)
E[Xy + Xo] = E[X1] + E[X2] e E[cX] = cE[X].

° ‘O valor expectdvel é a melhor aproximacio quadrética‘
E [(x - x)2] = E[X2 — 2Xx + x?] = E[X?] — 2xE[X] + 52 e

minimizando obtém-se xopr = E[X]
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Introducdo

@ Valor expectavel condicional:
E[X|B] = Z X(w)P(w|B)

weB
e A lei da probabilidade total: P = {B;, B, ...} parti¢do de ),

E[X] =¥, E[X | Bk]P(Bk)
EX] = ) X(w)P(w)

we)

- Z( Y x<w>P<w>)

k weBy

_ (w)
- E(weBk ( )> (Bk)

— Y EX|BJP(B) .
k
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Introducdo

Variancia:
Var (X) = E (X = E[X])*| = £ [X*] = (E[])’
Covariancia de duas varidveis aleatérias:
cov(X,Y)=E[(X—E[X])(Y—=E[Y])]=E[XY]—-E[X]|E[Y]

Momento de ordem n:
m, = E [X"]

Funcao caracteristica:
¢x (s) =E {eisx]

(Funcdo geradora dos momentos E [e*X])
Momentos e funcao caracteristica:
1 d”
Mo = 5 2an Px ($)]s—o
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Introducdo

Desigualdades:
Chebyshev: Se A >0

P(IX]> 1) < sE[IX]”

E[XY] < y/E[X? E[Y?]

E[XY] < (E[IX]P])? (E[|X]])7

pg>le +i=1
Jensen: Se ¢ : R — R fér uma funcgdo convexa e X e ¢ (X) tiverem valor
expectdvel finito

Schwartz:

Holder:

¢ (E[X]) < Efp(X)]
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Introducdo

Convergéncias
A . qg.s.
- Convergéncia quase segura: X, — X, se

lim X, (w) =X (w)
n—oo
para todo o w ¢ N, em que P (N) =0
- Convergéncia em probabilidade: X, LA X, se
lim P(|X, —X|>¢)=0
n—oo
para todoo e > 0
- Convergéncia em média de ordem p > 1 : X, LA X, se

lim E[|X,— X|P] =0

n—oo
- Convergéncia em lei: X, £> X, se
nlg;o Fxn (X) = FX (X)

para todos os pontos x em que a funcdo de distribuicido F f6r continua.
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A convergéncia em média de ordem p implica convergéncia em
probabilidade.

A convergéncia quase segura implica convergéncia em probabilidade

Convergéncia em probabilidade implica a existéncia de uma
subsequéncia que tem convergéncia quase segura

Convergéncia quase segura implica convergéncia em média de ordem
p > 1 se as varidveis aleatérias X,, forem limitadas em valor absoluto
por uma varidvel aleatéria Y com momento de ordem p finito.

Convergéncia em probabilidade implica convergéncia em lei.
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Cadeias de Markov

o Um processo estocdstico é uma coleccdo de varidveis aleatdrias
{Xt, t € T} definidas no mesmo espago de probabilidade (Q), F, P).
Uma cadeia de Markov é um dos processos estocdsticos mais simples.

° ‘ Estados e probabilidades de transicdo entre estados‘

A probabilidade de transicdo depende apenas do estado em que se
estd. Tempo discreto, 0,--- ,t,t+1,t+2,---.

S = espago de estados (si, ..., S, ou simplesmente 1,2,..., m)
X(t) ou X; = estado no tempo t

X = (Xo, X1,...,X7) = (X(0), X(1),..., X(T)) = trajectéria. As
trajectdrias sdo os acontecimentos w e o espaco de probabilidade () é
o espaco das trajectdrias.

° . Informac3o colhida pela observacdo da cadeia de
Markov até ao tempo t.

: algebra gerada por X (t) apenas

@ X; and X, equivalentes em F; se Xi(s) = Xa(s) para 0 < s < t.

F: C Fri1, Ge C Fy, mas Gy € Gyy1, (X(t+ 1) ndo determina X(t))
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Cadeias de Markov

° ‘Fun(;ées adaptadas ou néo—anticipatérias‘

F(X,t) é adaptada se para cada t ela é mensurdvel em relacdo a F;
= é determinada pelos valores de X(s) para s < t.

o Exemplos:
(1) Fi(X,t) =1se X(s) =1paras <t, Fi(X,t) =0 caso contrério
(2) Fo(X,t) = min(s > t) em que X(s) =1ou F(X,t) =T se
X(s)#1lparat<s<T.
F1 é adaptada a F;, F, ndo é.

@ Funcdes adaptadas sdo modelos de decisdo com informacio
incompleta. Uma funcdo F ser adaptada significa que a decisdo se faz
baseada na informac3o disponivel até ao tempo t.

° ‘Propriedade Markoviana ‘: X(t) é toda a informacdo que é util para
prever o futuro,
P(Xiy1 = k| Xt = J) = P(Xeq1 = k| Xe = J, Xp—1 = 1, etc.)
ou, P(Xty1 =k | Ft) = P(Xex1 = k | Gt)
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Cadeias de Markov

° ‘ Probabilidade de transic;éo‘
Pix = P(X(t+1) = k| X(t) =j) = P(j — k)
o Cadeia de Markov estacionaria se os Pj, ndo dependem de t.
i Pk =1
° ‘Probabilidade das trajectérias‘ Seja fo(j) = P(X(0) =) .
P(X(1) = k, X(0) =)
= P(X(1) = k| X(0) =) P(X(0) = j) = fo(j) P
Para dois passos no tempo:
P(X(2)—/X(1)—kX() N
= P(X(2) =1 X(1) = k, X(0) =) - P(X(1) = k, X(0) = j)
= P(X(2)=1]X(1) = ) P(X(1) = k, X(0) =)
= fo(j)PPu -

Probabilidades das trajectérias obtidas por multiplicacdo das { Pjc}
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Cadeias de Markov

o | Matrix de transicso | P = {Pj = P(j — k)}
Yk Pk =1

@ Uma matrix em que os elementos sdo ndo-negativos e as linhas
somam 1, diz-se uma ‘ matrix estocéstica‘

k= P(Xews = k| Xe =)

© P% & o elemento (j, k) da poténcia s (P°) de P

° ‘ Equacgdes progressivas e regressivas‘ para as cadeias de Markov
Seja u(k,t) = P(X(t) =k) e
f(k,t) = E[V(X(T))| X(t) =k] (parat < T)
Equacdes progressivas: Cilculo de u(k, t + 1) quando os u(j, t) sdo
conhecidos (do tempo t para o tempo t + 1)
Equacdes regressivas: Calculo de f(k, t) quando os f(j,t+ 1) sdo
conhecidos (do tempo t + 1 para o tempo t)
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Cadeias de Markov

° ‘Equagﬁo progressiva ‘:

ulk,t+1) = P(X(t+1)=k)
= Y P(X(t+1) =k | X(t) =j) - P(X(t) =) .

donde
u(k, t+1) ijku_jt

Também se chama a equacao de Chapman—KoImogorov.
Em forma matricial, sendo v (t + 1) e u(t) vectores linha
u(t+1) =u(t)P
Por iteracdo da multiplicacdo de matrizes
u(t)=u(t—1)P = u(t—2)P?> = ... = u(0)P*
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Cadeias de Markov

° ‘ Equacdo regressiva ‘:

Perspectiva de obter V(X7) no fim dum periodo dado o que estd a
suceder em t, E [V (X7) | X¢ = K]
Para t < T, defina-se

f(k,t) = Ex+[V(X7)] = E[V(XT) | Xt = K|

f(k,t) = E[V(X7)| Xt = K]

= Y E[V(X7) | Xe = k, Xep1 = j] - P(Xeg1 = j | Xe = k)
JES

flkt) = Y f(.t+1)Py. (1)
JjeS

O dltimo passo utiliza a propriedade Markoviana
E[V(X7) | Xe = k Xe1 = j] = Ejena[V(X7T)]
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Cadeias de Markov

A dindmica (1) em conjunto com a condig3o final
f(k,T)=V (k)

permite determinar f(k, T — 1), e sucessivamente f(k, T — 2), etc.

° \Verséo matricial ‘:
f(k, t) vector coluna, f(t) = (f(1,t),f(2,t),---)*
f(t)=Pf(t+1).
e usando a propriedade associativa do producto de matrizes
f(t)y=P7 'V
V é o vector coluna dos V (k)

E[V(Xr)] = kX;SP ) E[V(X7) [ Xe = K]

= Y u(k t)f(k 1)

keS

= u(t)f(t).
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Varidveis Gaussianas

Varidvel Gaussiana escalar: E uma varidvel aleatéria X com densidade

de probabilidade
1 —x2/2

Pl = 7=

com factor de normalizacdo \/%7 porque [ p(x)dx =1

EX]=0
Variancia:
1 ® 2 1 o0 2
EIX?] = 7/ x2e ™ 2dx = 7/ X (xe_x /2> dx
vV 27T J—o0 27T J -0
1 ® d 2
- _ o —x%/2 d
— OOX(dXe ) x
1 2 *© 1 ® 2
_ —x°/2 —x°/2 _
= — — (xe + — e dx =1
V27T ( >‘_oo V27T J -0

Também: E[X*] =3, E[X%] = 15,
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Varidveis Gaussianas

Uma varidvel Gaussiana com média E[X] = y e variancia
E(X) = E[(X — u)?] = 0 tem densidade
1 _ p)?

p(x) = —

que habitualmente se representa por X ~ N(u,o?)
Varidvel Gaussiana vectorial:

1 1 _1 *H
p(x) = ——7 ——e
(27) det (H-1)
Sendo H uma matrix n X n, simétrica e positiva (x*Hx > 0) e x um
vector com n dimensdes,
No caso de ter média p, x*Hx é substituido por (x — u)*H(x — p).
Funcao caracteristica:

(@) = E[em] = [ () dx

G(E) = e~ Co (&) = 361 ¢
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O teorema do limite central

A importancia das varidveis Gaussianas é uma consequéncia do seguinte
Teorema: Sejam Xi, Xp,---, X, - - - varidveis aleatdrias independentes
com a mesma funcdo de distribuicdo, com média u e variancia 0% < oo.
Entdose S, = X1 + Xo + -+ X,

— X 2
p <5n np X) £ / 1 -3
Vn n—=0 J_co /271072

Prova: Faca-se, sem perda de generalidade pt = 0 (X; — X; — ). Como
as varidveis sdo independentes a funcdo caracteristica da soma é o
producto das fun¢bes caracteristicas

[ = ()

C (\ﬁ) =[] = 1+/§EE[X] —;275 <] —i3!f/EE ]+
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O teorema do limite central
AN A2g2 N\ e
() (-5 ()

Note-se o papel importante desempenhado pelo facto de £ [x?] ser finito.
No caso mais geral em que as varidncias podem ser diferentes, mas finitas,
seja

X1+Xo+-+X,
By

entdo a distribuicdo de < ) converge para uma distribuicdo

Gaussiana com 02 =1
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Componentes principais e independéncia

Dadas duas varidveis aleatdrias X; e X, com valores expectaveis
X; = E [X{] X; = E [X3]

calculemos o o
Mz = E [(X1 = X1) (X2 — X2) ]

Se esta quantidade (a covariancia das varidveis centradas) fér nula, diz-se
que as varidveis estdo descorrelacionadas.
Varidveis independentes sdo descorrelacionadas mas o contrario nao é
necessariamente verdade. A excep¢do sdo as varidveis Gaussianas. Se a
covariancia for nula a matrix H=! em

e—%X*HX
é diagonal e a probabilidade é o produto das probabilidades, por causa da
propriedade de factorizacdo da exponencial.
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Componentes principais e independéncia

Componentes principais: Dada uma matrix de correlacio M dum
conjunto de varidveis aleatdrias, diagonaliza-se e determinam-se os
vectores préprios

Mv; = A;jvj

os v;'s sdo combinagdes lineares das varidveis originais. Por forca da
diagonalizagdo a matrix de covariancia dos v;'s tem elementos
ndo-diagonais nulos. Portanto os v;'s sdo varidveis descorrelacionadas. A
esta método de obtencdo de componentes n3o-correlacionadas num
conjunto de varidveis chama-se analise em componentes principais
(PCA). Se as varidveis ndo forem Gaussianas isto ndo garante a
independéncia das componentes. H4 entdo que usar outros métodos para
obter as componentes independentes (ICA).
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Martingales

A algebra F; representa toda a informagdo disponivel (todos os
acontecimentos sobre os quais se pode ter alguma informagdo) até ao
tempo t. Supondo que ao passar do tempo t para o tempo t + 1 n3o se
perdeu informacdo sobre o passado e possivelmente se acrescentou
alguma, teremos

FeC Fiq

e assim sucessivamente. A uma sequéncia de algebras que satisfaz esta
propriedade chama-se uma filtragem.
Martingale: Um processo M (adaptado a F;) diz-se uma martingale se

E My 1| Fi] = My

Usando o facto que condicionamentos sucessivos sdo equivalentes ao
condicionamento em relacdo a interseccdo

E [Mt+2|7:t] =E [(E [Mt+2|-7:t+1]) |ft] =E [Mt+1|-7:t] = M,

conclui-se que para todoo s > 0 E [Miys|Fi] = M,
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Martingales

As inovacgoes (Y;11 = M1 — M;) duma martingale tém valor expectavel
zero
E[Yita1]|Fe] =0

Se o processo U (w) € F
E [UM|F] = UE [M|F]
Consideremos o processo
Ge=UWY1i+ Ui Yo+ -+ U1 Yy

em que U € {F;}. Se Yy for a diferenca de preco duma acgdo entre o
tempo t e o tempo t + 1, G; poderia ser o ganho acumulado no mercado
quando no intervalo (ts, ts1+1) se detém Us unidades dessa ac¢do. Pela
propriedade anterior se M; f6r uma martingale

E [Uth+1|ft] - 0

e G; também é uma martingale.
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Martingales

A nocao de mercado eficiente:

Por exemplo: {F;} = informag&o sobre a histéria dos precos das ac¢des
no mercado até ao tempo t

{G:} = a informagdo anterior mais todos os dados possiveis sobre o
estado da economia até ao tempo t

{F:} € {G+}. Um processo pode ser uma martingale em relagdo a {F;}
mas n&o ser em relagdo a {G;}

Mercado eficiente (nogdo fraca) e #S (t) é uma {F;} —martingale
Mercado eficiente (nogdo forte) e #tS (t) é uma {G;} —martingale

(1 é a taxa média de crescimento da economia «~ juro dum depésito a
prazo ou duma obrigacdo do tesouro)
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Processos de ramificacdo

Processo de Galton-Watson

pk(t) = probabilidade de existéncia de k individuos no tempo t
Estuda-se a proliferacdo duma familia que descende dum tnico individuo
Condic¢3o inicial: p1(0) =1 e px(0) = 0 se k # 1. A probabilidade da
familia se extinguir no tempo t & py (t).

Seja A a taxa de nascimento e y a taxa de morte. Entdo

4. _
dtPo—Vpl
e para k #0
d
Pk =A(k—=1)pk—1 — (A +p) kpk + p (k+ 1) pict1

Sendo (k) = Yo kpk obtém-se

k)= (- (k)

(A — ) é taxa esperada de crescimento do valor médio da populagdo.
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Fluctuacdes:
V) = (k)?

(k)
%<k2> —2(A—p) (K2 + (A + ) (k)

A = pu & o ponto critico do processo de ramificagdo.
Sey=A—p=0entdo (k) =1e (k) =1+2ut = v =,/2ut
Se ¥y =A—pu>0entdo (k) ~exp(yt) — e

(k?) «~ exp (—7t/2) — 0

Sey=A—pu<0entdo (k) ~exp(yt) —0e

(k?) « exp (—t/2) — o0

Portanto se y = A — u < 0 o sistema é dominado pelas fluctuagdes.

Solugdo para o caso A = po = %;t

(ut)
(1 + ]/lt)k+1
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Processos de ramificacdo

Seja A = p. Para tempos grandes (pt >> 1) a maior parte das familias
extingue-se (pp — 1 e px — 0). Isto é, para tempos grandes, o nimero
mais provavel de membros duma familia é zero. Por outro lado para A = u
o valor médio da populagdo seria (k) =1

Suponhamos agora que temos no tempo zero Ny individuos cada um deles
dando origem a uma familia. O nimero médio de familias que sobrevivem é

No

<F>=No(1—Po)=1+yt

Vejamos qual o comportamento duma familia sobrevivente. Se sobrevive, a
distribuicdo de probabilidade do nimero de individuos n numa familia
sobrevivente serd

(pt)"

Pn = (1+]/lt)n+l
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Processos de ramificacdo

Donde

(n(t)) = pt+1
(n*)y = (2ut+1)(ut+1)

Portanto o ndmero de familias sobreviventes diminui com % enquanto que
o nimero de elementos duma familia sobrevivente cresce com t.

Isto levou Galton e Watson a conclusio de que "a diminuicdo observada
no niimero de apelidos das familias cuja historia pode ser seguida, ndo é
um sinal da diminuicdo da sua fertilidade". Em vez disso a extincdo da
maioria das familias e a aparente fecundidade de algumas, poucas,
excepgOes é o "resultado das leis do acaso”.

Este tipo de processo conjugado com a difusdo espacial explica a
emergéncia de concentracdes e vazios na dindmica de popula¢des
(ecologia, oceanografia, etc.)

(Na Coreia ha cerca de 250 nomes de familia e 45% da populagédo

corresponde a apenas 3 nomes de familia)
0 Fevereiro 2010 35 / 44



Processos de ramificacdo: Simulacdo dum superprocesso
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t=0
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Processos de ramificacdo

138 Warson and GALTON.— Extinction of Families.

Mr. Galton then read the following paper by the Rev. H. W.
Watson and him.

Ore_the Propasiiary of the EXTINcTION of Fasizizs., By the Rev.
H. W. Warson. With Pmewaromy Resmimes, by FRANGIS
Gavron, F.R.S.

Trm decay of the familieg of men who occupied comspicuous po-
sitions in past times has boen a subject of frequent remark,

s g)vcn rise to various conjectures. It is not only the Tarmilies
of men of genius or those of the aristocracy who tend to perish,
but Jh is ﬂ‘IOGL of all with whom history deals, in any way, even
of such men as the of towns, whom Mr.
Doubleday has inquired and written. The imstances are ve:
numerous in which surnames that were once common have sinee
become soaroe or heve wholly disappearc o tendency is
universal, and, in of it,
hastily drawn that 2 rise in physical camroﬂ. _end iniollos oad

 fertility™
—using that phrnse in its widest sense and reckum‘ng abski-
nence from marrage es sterility. If that conclusion be true, our
i ohicfly 2 though the « prolotariaty’ and

thus a large g
B i U s e g 11 i o' I e
gihor hand, M. Alphonse De Candolle has directed attention to
the fact that,
of familics are continnally dying out, and 1t cvidently fohuws  that,
now what that proportion is, we cannot estimate w

any observed diminution of surnames among the families rae
history we van trace, is or is not » sign of their diminished *fex;
tility.” I give from M. De C

A milieu des remscignements wies de
. Tromotton de ChaTastnent, Galton, o mubros S o
e impostente gu'ils anral inction

tous les nomn dum-m n rte]ndm
Sematicion poncrait salowler commont
Dot G

e T




Processos de ramificacdo

Superprocesses and Plankton Dynamics

Robert Adler

Faculty of Industrial Engineering and Management, Technion, Haifa, Tsrael
Department of Statistics, University of North Carolina, Chapel Hill, North Carolina

Abstract. This paper is a first introduction to superprocesses for non-probabilists.
They are presented so as to suggest natural models for the growth and motion of
large plankton populations in either stable or flowing ocean environments.

Introduction

For the sake of academic honesty, 1 should start
this paper with a disclaimer: ‘HLhougll the title con-
tains both the kevwords “superprocesses” and “plank-
ton dynamies”, and I do know something about the
lormer, my knowledge of the latter, and of biological
oceanography in general, starts and stops at the level
of the elementary textbook Lalli and Parsons (1993).
This would not generally be considered a level of ex-
pertise that would allow an author to start writing on
a topic, Nevertheless, it does seem to me that there is
anatural connection between the two topics, and that
both are likely to benefit from interdiseiplinary cross-
fertilisation. This point was emphasised, for me, by
a number of talks at the Aha Muliko‘s meeting, and
I shall return to this and some general philosophy on

tantly, how to place the entire superprocess structure
within a randomly moving frame of reference such as
an oceanographic flow. The final Section 6 has the
promised general comments on stochastic modelling,
motivated by the superprocess models of the remain-
der of the paper.

It does not seem to make too much sense in an
introductory paper of this kind to worry too much
about assigning detailed credits for the structures
and results that will be described. Sinee the inter-
ested reader will have to go elsewhere for missing
details, (s)he can search for references at the same
time. Without deubt, the best place to start is with
the Saint Flour lectures of Dawson (1893), which has
a properly credit-assigned and almost encyclopzedic
treatment of superprocess aceurate up to the time of
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Informacdo, entropia e medida de Gibbs

Informacao = Medida do conhecimento que se adquire com a ocorréncia
de um acontecimento quando previamente apenas se conhecia a sua
probabilidade
Suponhamos N acontecimentos indexados por uma memdria bindria de
comprimento b (N =2b b=logN/ log 2) b = log, N é o nimero
de bits.
Consideremos os acontecimentos agregados em classes N =Y ; N;
pi = N;/N é a probabilidade da classe i.
Seja b; a informacdo recebida quando nos dizem que o acontecimento
pertence a classe i
Portanto b; 4 log, N; = log, N, isto &, a informagdo recebida mais o
nimero de bits que ainda falta especificar deve ser igual a incerteza inicial.
Daqui conclui-se

bi = —log(N;/N) = — log p;

Portanto o valor médio da informac3o associada aos acontecimentos é

I(p) = }_pilogp;
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Informacdo, entropia e medida de Gibbs

S = —1I (incerteza = entropia). A
S(p) =)_—pilogp

chama-se Entropia de Shannon.
A entropia é um instrumento poderoso para estimar probabilidades dum
acontecimento quando apenas se tem informacio incompleta.

Suponhamos, por exemplo, que se conhece apenas o valor médio (X)
duma varidvel

Y Xip (Xi) = (X) 2)
Por outro lado sabe-se que

Yp(X)=1 (3)

A melhor alternativa é incorporar a informagcdo conhecida e minimizar
a informac3o sobre aquilo que n3o se conhece, isto é, fazer uma previsdo o
menos preconceituosa possivel (Principio da entropia. maxima)
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Informacdo, entropia e medida de Gibbs

Maximizar

F=3 {—p(Xi)logp (X;) — A1p (X;) — AaXip (Xi)}
Donde
al'/ap (X)) = —logp(Xi)) —1—A1 — A X; =0
p(X) = e Xig= i+

sendo A; e Ay obtidos a partir de (2) e (3).
Uma vez que 92T /dp (X;)> = —1/p (X;) < 0 & de facto um maximo.
A esta distribuicdo de probabilidade chama-se medida de Gibbs.
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Exercicios

1 - Numa caixa existem quatro bilhetes em que estd escrito,
respectivamente, AAB, ABA, BAA, BBB. Escolhe-se um bilhete ao acaso.
Considere os seguintes acontecimentos E1={A aparece em primeiro},
E2={A aparece em segundo}, E3={A aparece em terceiro lugar}. Mostre
que estes acontecimentos sdo independentes dois a dois mas n3o sdo
globalmente independentes.

2 - Uma doenca ocorre em 2 de cada 10000 habitantes

(po(A) = 0,0002; po(B) = 0,9998). Existe um teste com fiabilidade
99, 5%, mas com 2 falsos positivos em cada 1000 casos saudaveis
(p(x|A) = 0,995; p(x|B) = 0,002).

Se um individuo tiver um teste positivo, qual é a probabilidade de
efectivamente ter a doenca ?
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Exercicios

3 - Admita-se que cerca de 1,5% dos atletas de alta competicdo recorre a
estimulantes (po(A) = 0, 015; pg(B) = 0,985). Considere-se um tipo de
andlise que obtém resultados positivos em

99% dos casos e tem falsos positivos em 4% dos casos

(p(x|A) =0,99; p(x|B) = 0,04)

a) Qual a probabilidade de um atleta com teste positivo se ter
efectivamente drogado ?

b) No caso de se repetir o teste e ele dar de novo positivo qual é entdo a
probabilidade de ele se ter drogado ?

(POxx|A) = p(x|A)%; p(xx|B) = p(x|B)?)

4 - Ha uma varidvel aleatéria X que pode tomar os valores (1,2, 3,4,5,6).
Esta varidvel é amostrada 100000 vezes e no final a média

(1001000 Y 100000 X;) foi 3,83462. O nimero de vezes que se obteve 2 foi
13742. Qual é a melhor estimativa para o nimero de vezes em que se
obteve 17
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5 - Uma varidvel x pode tomar 4 posi¢des diferentes (1,2,3,4) ao longo
dum circulo (Exemplos: direc¢Bes de navegacdo dum submarino, direc¢cdes
de deslocagcdo dum cardume, posicées dum camido de entrega de
mercadorias, etc.). Em cada intervalo de tempo a probabilidade de se
deslocar para a frente ou para trds é p e de ficar no mesmo lugar é g
(g+2p=1).

a) Calcule a probabilidade de se encontrar em 3 ao fim de dez unidades de
tempo se o ponto inicial for 1.

b) Determine uma formula geral para essa probabilidade de transicdo em n
unidades de tempo.

c) Determine o limite dessa probabilidade quando n — oo

6 - Em t = 0, um milhdo de organismos é distribuido uniformemente numa
drea de um kilémetro quadrado. A sua taxas de morte e reproducdo sdo
iguais (A = p). Ao fim de um tempo T escolhe-se ao acaso uma drea de
um metro quadrado. Qual é a probabilidade de ai encontrar um organismo
vivo?
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