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Introdução

Modelos estocásticos : Descrição sistemática da dinâmica das
variáveis desconhecidas

Processos discretos e contínuos

Equações progressivas e regressivas
Relacionando, por exemplo, os valor expectáveis f (x , t) dum porfólio
obtido através de várias estratégias (equações matriciais, relações de
recorrência, equações às derivadas parciais)

Difusões e cálculo de Ito :
Se X (t) fôr diferenciável ∆X = X (t + ∆t)� X (t) é de ordem ∆t
(existe C tal que jX (t + ∆t � X (t)j � C j∆tj para ∆t pequeno), isto
é ∆f (X (t)) = f (X (t + ∆t))� f (X (t)) � f 0∆X to this accuracy.

Porém no cálculo de Ito ∆X é de ordem
p

∆t, logo
∆f � f 0∆X + 1

2 f
00∆X 2.
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Introdução

Espaço de probabilidade Ω ω 2 Ω, ω = acontecimento elementar.
A � Ω, acontecimento
X (ω) = variável aleatória
Probabilidade de ω: P(ω) � 0 com ∑ω2Ω P(ω) = 1.
P (ω) fracção de acontecimentos ω num grande número de ensaios
P (ω) conhecimento subjectivo da ocorrência de ω

P(A) = ∑
ω2A

P(ω)

Espaços de probabilidade contáveis e incontáveis
Se a probabilidade em [0, 1] fôr uniforme, então P(ω) = 0 para cada
ω 2 [0, 1].
Operações de conjunto : Acontecimentos são subconjuntos de Ω,
A � Ω. Operações de conjunto aplicam-se aos acontecimentos
A\ B, A[ B, A � B, Ac , ∅.
P(∅) = 0. O complemento de ∅ é Ω.
A e B são disjuntos se A\ B = ∅.
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Introdução

Factos básicos:
P(A) � P(B) se A � B,
P(A[ B) = P(A) + P(B) se P(A\ B) = 0,
Se P (ω 6= 0) para todo o ω 2 Ω, então P(A\ B) = 0 se e só se A
e B forem disjuntos,
P(A) + P(Ac ) = P(Ω) = 1.
Probabilidade condicional

P(A j B) = P(A\ B)
P(B)

Regra (ou teorema) de Bayes : Permite calcular P(A\ B) quando
forem conhecidos P(B) e P(A j B),

P(A\ B) = P(A j B)P(B)
Independência: A e B independentes se P(A j B) = P(A). Isto é

P(A\ B) = P(A) � P(B)
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Introdução

Condicionar em B e depois em C é o mesmo que condicionar em
B \ C (B e C)

P(ω j B j C ) =
P(ω j B \ C )
P(C j B)

=
P(ω \ C j B)

P (C\B )
P (B )

=
P(ω \ C \ B)
P(C \ B)

= P(ω j C \ B)
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Introdução

No espaço de todos os acontecimentos possíveis haverá alguns em
relação aos quais conhecemos a sua probabilidade e outros para os
quais isso não é possível. Essa informação incompleta formaliza-se
de�nindo a algebra F dos conjuntos mensuráveis que deve satisfazer
as seguintes condições:
A 2 F implica Ac 2 F .
A 2 F e B 2 F implica que A[ B 2 F e A\ B 2 F .
Ω 2 F e ∅ 2 F .
Exemplo de F : Suponhamos que se lança uma moeda 4 vezes mas
que F se refere apenas aos dois primeiros lançamentos. Um
acontecimento em F seria f00g = f0000, 0001, 0010, 0011g
Um acontecimento não pertencente a F seria, por exemplo
A = f1111, 1110, 1101, 1011, 0111g
Algebra�σ = fechada para intersecções contáveis: Se An 2 F é um
conjunto contável mensurável em F então A = \nAn 2 F . Uma
algebra �nita é sempre σ. Se Ω for in�nito pode ou não ser σ.
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Introdução

Exemplo: Ω = conjunto dos inteiros e A 2 F se A é �nito ou Ac é
�nito. F é uma algebra que não é σ. Por exemplo, se An exclui só os
primeiros n inteiros impares, então A = \nAn é o conjunto dos
inteiros pares e nem A nem Ac são �nitos.
Função de distribuição cumulativa F (x), é a probabilidade que
X � x ,

F (x) = ∑
X (ω)�x

P(ω)

Funções mensuráveis : X (ω) é mensurável em relação a F se o valor
de X é completamente determinada pela informação em F . Isto é,
para cada valor x , o acontecimento X = x ,
Bx = fω : X (ω) = xg 2 F . A função X (ω) é mensurável se todos
os conjuntos Bx são mensuráveis. Pode escrever-se X 2 F .
Algebra gerada por acontecimentos A1, . . ., Ak : a menor algebra
que contém estes acontecimentos, todas as intersecções, uniões e
complementos.
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Introdução

Algebra FX gerada por uma função : algebra gerada pelos conjuntos
Bx = fω : X (ω) = xg.
Y 2 FX se o conhecimento de X (ω) determina o valor de Y (ω).
Relação de equivalência: ω1 e ω2 são equivalentes, ω1 � ω2, se a
informação em F não distingue ω1 de ω2. ω1 � ω2 se
ω1 2 A) ω2 2 A para todo o A 2 F .
Partição: Uma partição de Ω é P = fB1,B2, . . .g tal que todo o
ω 2 Ω está exactamente num dos acontecimentos Bk . FP =
algebra�σ gerada por P.
Valor expectável (valor médio) de X (ω) :
E [X ] = ∑ω2Ω X (ω)P(ω)
E [X1 + X2] = E [X1] + E [X2] e E [cX ] = cE [X ].

O valor expectável é a melhor aproximação quadrática

E
h
(X � x)2

i
= E [X 2 � 2Xx + x2] = E [X 2]� 2xE [X ] + x2 e

minimizando obtém-se xopt = E [X ]

() Fevereiro 2010 10 / 44



Introdução

Valor expectável condicional:

E [X jB ] = ∑
ω2B

X (ω)P(ωjB)

A lei da probabilidade total: P = fB1,B2, . . .g partição de Ω,

E [X ] = ∑k E [X j Bk ]P(Bk )

E [X ] = ∑
ω2Ω

X (ω)P(ω)

= ∑
k

 
∑

ω2Bk
X (ω)P(ω)

!

= ∑
k

 
∑

ω2Bk
X (ω)

P(ω)
P(Bk )

!
P(Bk )

= ∑
k

E [X j Bk ]P(Bk ) .
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Introdução

Variância:

Var (X ) = E
h
(X � E [X ])2

i
= E

�
X 2
�
� (E [X ])2

Covariância de duas variáveis aleatórias:

cov (X ,Y ) = E [(X � E [X ]) (Y � E [Y ])] = E [XY ]� E [X ]E [Y ]

Momento de ordem n:
mn = E [X n ]

Função característica:

φX (s) = E
h
e isX

i
(Função geradora dos momentos E

�
eλX

�
)

Momentos e função característica:

mn =
1
in
dn

dsn
φX (s)js=0
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Introdução

Desigualdades:
Chebyshev: Se λ > 0

P (jX j > λ) � 1
λp
E [jX jp ]

Schwartz:
E [XY ] �

q
E [X 2]E [Y 2]

Hölder:
E [XY ] � (E [jX jp ])

1
p (E [jX jq ])

1
q

p, q > 1 e 1
p +

1
q = 1

Jensen: Se φ : R ! R fôr uma função convexa e X e φ (X ) tiverem valor
expectável �nito

φ (E [X ]) � E [φ (X )]
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Introdução

Convergências
- Convergência quase segura: Xn

q.s .! X , se

lim
n!∞

Xn (ω) = X (ω)

para todo o ω /2 N, em que P (N) = 0

- Convergência em probabilidade: Xn
P! X , se

lim
n!∞

P (jXn � X j > ε) = 0

para todo o ε > 0

- Convergência em média de ordem p � 1 : Xn Lp! X , se

lim
n!∞

E [jXn � X jp ] = 0

- Convergência em lei: Xn
L! X , se

lim
n!∞

FXn (x) = FX (x)

para todos os pontos x em que a função de distribuição F fôr contínua.
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Introdução

A convergência em média de ordem p implica convergência em
probabilidade.

A convergência quase segura implica convergência em probabilidade

Convergência em probabilidade implica a existência de uma
subsequência que tem convergência quase segura

Convergência quase segura implica convergência em média de ordem
p � 1 se as variáveis aleatórias Xn forem limitadas em valor absoluto
por uma variável aleatória Y com momento de ordem p �nito.

Convergência em probabilidade implica convergência em lei.
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Cadeias de Markov

Um processo estocástico é uma colecção de variáveis aleatórias
fXt , t 2 Tg de�nidas no mesmo espaço de probabilidade (Ω,F ,P).
Uma cadeia de Markov é um dos processos estocásticos mais simples.
Estados e probabilidades de transição entre estados
A probabilidade de transição depende apenas do estado em que se
está. Tempo discreto, 0, � � � , t, t + 1, t + 2, � � � .
S = espaço de estados (s1, . . . , sm , ou simplesmente 1, 2, . . . ,m)
X (t) ou Xt = estado no tempo t
X = (X0,X1, . . . ,XT ) = (X (0),X (1), . . . ,X (T )) = trajectória. As
trajectórias são os acontecimentos ω e o espaço de probabilidade Ω é
o espaço das trajectórias.
Algebras Ft : Informação colhida pela observação da cadeia de
Markov até ao tempo t.
Algebra Gt : algebra gerada por X (t) apenas
X1 and X2 equivalentes em Ft se X1(s) = X2(s) para 0 � s � t.
Ft � Ft+1, Gt � Ft , mas Gt * Gt+1, (X (t + 1) não determina X (t))
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Cadeias de Markov

Funções adaptadas ou não-anticipatórias
F (X , t) é adaptada se para cada t ela é mensurável em relação a Ft
= é determinada pelos valores de X (s) para s � t.
Exemplos:
(1) F1(X , t) = 1 se X (s) = 1 para s � t, F1(X , t) = 0 caso contrário
(2) F2(X , t) = min(s > t) em que X (s) = 1 ou F2(X , t) = T se
X (s) 6= 1 para t < s � T .
F1 é adaptada a Ft , F2 não é.

Funções adaptadas são modelos de decisão com informação
incompleta. Uma função F ser adaptada signi�ca que a decisão se faz
baseada na informação disponível até ao tempo t.

Propriedade Markoviana : X (t) é toda a informação que é util para
prever o futuro,
P(Xt+1 = k jXt = j) = P(Xt+1 = k jXt = j ,Xt�1 = l , etc .)
ou, P(Xt+1 = k j Ft ) = P(Xt+1 = k j Gt )
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Cadeias de Markov

Probabilidade de transição

Pjk = P (X (t + 1) = k j X (t) = j) = P(j ! k)

Cadeia de Markov estacionária se os Pjk não dependem de t.
∑k Pjk = 1
Probabilidade das trajectórias Seja f0(j) = P(X (0) = j) .

P(X (1) = k,X (0) = j)

= P(X (1) = k j X (0) = j) � P(X (0) = j) = f0(j)Pjk .
Para dois passos no tempo:

P(X (2) = l ,X (1) = k,X (0) = j)

= P(X (2) = l j X (1) = k,X (0) = j) � P(X (1) = k,X (0) = j)
= P(X (2) = l j X (1) = k) � P(X (1) = k,X (0) = j)
= f0(j)PjkPkl .

Probabilidades das trajectórias obtidas por multiplicação das fPjkg
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Cadeias de Markov

Matrix de transição : P = fPjk = P(j ! k)g
∑k Pjk = 1.

Uma matrix em que os elementos são não-negativos e as linhas
somam 1, diz-se uma matrix estocástica

Psjk = P(Xt+s = k j Xt = j)

Psjk é o elemento (j , k) da potência s (P
s ) de P

Equações progressivas e regressivas para as cadeias de Markov
Seja u(k, t) = P(X (t) = k) e
f (k, t) = E [V (X (T )) j X (t) = k ] (para t < T )
Equações progressivas: Cálculo de u(k, t + 1) quando os u(j , t) são
conhecidos (do tempo t para o tempo t + 1)
Equações regressivas: Cálculo de f (k, t) quando os f (j , t + 1) são
conhecidos (do tempo t + 1 para o tempo t)
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Cadeias de Markov

Equação progressiva :

u(k, t + 1) = P(X (t + 1) = k)

= ∑
j
P(X (t + 1) = k j X (t) = j) � P(X (t) = j) .

donde
u(k, t + 1) = ∑

j
Pjku(j , t)

Também se chama a equação de Chapman-Kolmogorov.

Em forma matricial, sendo u (t + 1) e u (t) vectores linha

u(t + 1) = u(t)P

Por iteração da multiplicação de matrizes

u(t) = u(t � 1)P = u(t � 2)P2 = � � � = u(0)P t
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Cadeias de Markov

Equação regressiva :
Perspectiva de obter V (XT ) no �m dum periodo dado o que está a
suceder em t, E [V (XT ) j Xt = k ]
Para t � T , de�na-se

f (k, t) = Ek ,t [V (XT )] = E [V (XT ) j Xt = k ]

f (k, t) = E [V (XT ) j Xt = k ]
= ∑

j2S
E [V (XT ) j Xt = k,Xt+1 = j ] � P(Xt+1 = j j Xt = k)

f (k, t) = ∑
j2S

f (j , t + 1)Pkj . (1)

O último passo utiliza a propriedade Markoviana

E [V (XT ) j Xt = k,Xt+1 = j ] = Ej ,t+1[V (XT )] .
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Cadeias de Markov

A dinâmica (1) em conjunto com a condição �nal

f (k,T ) = V (k)

permite determinar f (k,T � 1), e sucessivamente f (k,T � 2), etc.
Versão matricial :
f (k, t) vector coluna, f (t) = (f (1, t), f (2, t), � � � )t

f (t) = Pf (t + 1) .

e usando a propriedade associativa do producto de matrizes

f (t) = PT�tV

V é o vector coluna dos V (k)

E [V (XT )] = ∑
k2S

P(Xt = k) � E [V (XT ) j Xt = k ]

= ∑
k2S

u(k, t)f (k, t)

= u(t)f (t) .

mostra que as equações progressiva e regressiva estão relacionadas() Fevereiro 2010 22 / 44



Variáveis Gaussianas

Variável Gaussiana escalar: É uma variável aleatória X com densidade
de probabilidade

ρ(x) =
1p
2π
e�x

2/2

com factor de normalização 1p
2π
porque

R ∞
�∞ ρ(x)dx = 1

E [X ] = 0

Variância:

E [X 2] =
1p
2π

Z ∞

�∞
x2e�x

2/2dx =
1p
2π

Z ∞

�∞
x
�
xe�x

2/2
�
dx

= � 1p
2π

Z ∞

�∞
x
�
d
dx
e�x

2/2
�
dx

= � 1p
2π

�
xe�x

2/2
�����∞
�∞
+

1p
2π

Z ∞

�∞
e�x

2/2dx = 1

Também: E [X 4] = 3, E [X 6] = 15,
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Variáveis Gaussianas

Uma variável Gaussiana com média E [X ] = µ e variância
E (X ) = E [(X � µ)2] = σ2 tem densidade

ρ(x) =
1p
2πσ2

e�
(x�µ)2

2σ2 .

que habitualmente se representa por X � N(µ, σ2)
Variável Gaussiana vectorial:

ρ(x) =
1

(2π)n/2
1p

det (H�1)
e�

1
2 x
�Hx ,

Sendo H uma matrix n� n, simétrica e positiva (x�Hx > 0) e x um
vector com n dimensões,
No caso de ter média µ, x�Hx é substituido por (x � µ)�H(x � µ).
Função característica:

Cn (ξ) = E
h
e ix�ξ

i
=
Z ∞

�∞
e ix�ξρ (x) dnx

C1 (ξ) = e�
ξ2

2 Cn (ξ) = e�
1
2 ξ�H�1ξ
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O teorema do limite central

A importância das variáveis Gaussianas é uma consequência do seguinte
Teorema: Sejam X1,X2, � � � ,Xn, � � � variáveis aleatórias independentes
com a mesma função de distribuição, com média µ e variância σ2 < ∞.
Então se Sn = X1 + X2 + � � �+ Xn

P
�
Sn � nµp

n
� x

�
L!

n!∞

Z x

�∞

1p
2πσ2

e�
x2

σ2

Prova: Faça-se, sem perda de generalidade µ = 0 (Xi ! Xi � µ). Como
as variáveis são independentes a função característica da soma é o
producto das funções características

E
�
e iλ

Snp
n

�
=

�
C
�

λp
n

��n
Usando

C
�

λp
n

�
= E

h
e i

λp
n x
i
= 1+ i

λp
n
E [x ]� λ2

2n
E
�
x2
�
� i λ3

3!n
p
n
E
�
x3
�
+ � � �
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O teorema do limite central

�
C
�

λp
n

��n
!
 
1� λ2σ2

2n
+ o

�
1
n

�!n
! e�

1
2 σ2λ2

Note-se o papel importante desempenhado pelo facto de E
�
x2
�
ser �nito.

No caso mais geral em que as variâncias podem ser diferentes, mas �nitas,
seja

B2n =
n

∑
k=1

σ2k

então a distribuição de
�
X1+X2+���+Xn

Bn

�
converge para uma distribuição

Gaussiana com σ2 = 1
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Componentes principais e independência

Dadas duas variáveis aleatórias X1 e X2 com valores expectáveis

X1 = E [X1] X2 = E [X2]

calculemos
M12 = E

��
X1 � X1

� �
X2 � X2

��
Se esta quantidade (a covariância das variáveis centradas) fôr nula, diz-se
que as variáveis estão descorrelacionadas.
Variáveis independentes são descorrelacionadas mas o contrário não é
necessáriamente verdade. A excepção são as variáveis Gaussianas. Se a
covariância for nula a matrix H�1 em

e�
1
2 x
�Hx

é diagonal e a probabilidade é o produto das probabilidades, por causa da
propriedade de factorização da exponencial.
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Componentes principais e independência

Componentes principais: Dada uma matrix de correlação M dum
conjunto de variáveis aleatórias, diagonaliza-se e determinam-se os
vectores próprios

Mvj = λjvj

os vj�s são combinações lineares das variáveis originais. Por força da
diagonalização a matrix de covariância dos vj�s tem elementos
não-diagonais nulos. Portanto os vj�s são variáveis descorrelacionadas. A
esta método de obtenção de componentes não-correlacionadas num
conjunto de variáveis chama-se análise em componentes principais
(PCA). Se as variáveis não forem Gaussianas isto não garante a
independência das componentes. Há então que usar outros métodos para
obter as componentes independentes (ICA).
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Martingales

A algebra Ft representa toda a informação disponível (todos os
acontecimentos sobre os quais se pode ter alguma informação) até ao
tempo t. Supondo que ao passar do tempo t para o tempo t + 1 não se
perdeu informação sobre o passado e possivelmente se acrescentou
alguma, teremos

Ft� F t+1
e assim sucessivamente. A uma sequência de algebras que satisfaz esta
propriedade chama-se uma �ltragem.
Martingale: Um processo M (adaptado a Ft) diz-se uma martingale se

E [Mt+1jFt ] = Mt

Usando o facto que condicionamentos sucessivos são equivalentes ao
condicionamento em relação à intersecção

E [Mt+2jFt ] = E [(E [Mt+2jFt+1]) jFt ] = E [Mt+1jFt ] = Mt

conclui-se que para todo o s > 0 E [Mt+s jFt ] = Mt
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Martingales

As inovações (Yt+1 = Mt+1 �Mt) duma martingale têm valor expectável
zero

E [Yt+1jFt ] = 0
Se o processo U (ω) 2 F

E [UM jF ] = UE [M jF ]

Consideremos o processo

Gt = U0Y1 + U1Y2 + � � �+ Ut�1Yt
em que U 2 fFtg. Se Yt+1 fôr a diferença de preço duma acção entre o
tempo t e o tempo t + 1, Gt poderia ser o ganho acumulado no mercado
quando no intervalo (ts , ts+1) se detêm Us unidades dessa acção. Pela
propriedade anterior se Mt fôr uma martingale

E [UtYt+1jFt ] = 0

e Gt também é uma martingale.
() Fevereiro 2010 30 / 44



Martingales

A noção de mercado e�ciente:
Por exemplo: fFtg = informação sobre a história dos preços das acções
no mercado até ao tempo t
fGtg = a informação anterior mais todos os dados possíveis sobre o
estado da economia até ao tempo t
fFtg � fGtg. Um processo pode ser uma martingale em relação a fFtg
mas não ser em relação a fGtg
Mercado e�ciente (noção fraca) e�µtS (t) é uma fFtg�martingale
Mercado e�ciente (noção forte) e�µtS (t) é uma fGtg�martingale
(µ é a taxa média de crescimento da economia v juro dum depósito a
prazo ou duma obrigação do tesouro)
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Processos de rami�cação

Processo de Galton-Watson
pk (t) = probabilidade de existência de k indivíduos no tempo t
Estuda-se a proliferação duma família que descende dum único indivíduo
Condição inicial: p1(0) = 1 e pk (0) = 0 se k 6= 1. A probabilidade da
família se extinguir no tempo t é p0 (t).
Seja λ a taxa de nascimento e µ a taxa de morte. Então

d
dt
p0 = µp1

e para k 6= 0
d
dt
pk = λ (k � 1) pk�1 � (λ+ µ) kpk + µ (k + 1) pk+1

Sendo hki = ∑∞
k=0 kpk obtém-se

d
dt
hki = (λ� µ) hki

(λ� µ) é taxa esperada de crescimento do valor médio da população.
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Processos de rami�cação

Fluctuações:

v =

q
hk2i � hki2

hki
d
dt



k2
�
= 2 (λ� µ)



k2
�
+ (λ+ µ) hki

λ = µ é o ponto crítico do processo de rami�cação.
Se γ = λ� µ = 0 então hki = 1 e



k2
�
= 1+ 2µt =) v =

p
2µt

Se γ = λ� µ > 0 então hki v exp (γt)! ∞ e

k2
�
v exp (�γt/2)! 0

Se γ = λ� µ < 0 então hki v exp (γt)! 0 e

k2
�
v exp (�γt/2)! ∞

Portanto se γ = λ� µ � 0 o sistema é dominado pelas �uctuações.
Solução para o caso λ = µ p0 =

µt
1+µt

pk =
(µt)k�1

(1+ µt)k+1
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Processos de rami�cação

Seja λ = µ. Para tempos grandes (µt >> 1) a maior parte das famílias
extingue-se (p0 ! 1 e pk ! 0). Isto é, para tempos grandes, o número
mais provável de membros duma família é zero. Por outro lado para λ = µ
o valor médio da população seria hki = 1
Suponhamos agora que temos no tempo zero N0 indivíduos cada um deles
dando origem a uma família. O número médio de famílias que sobrevivem é

hF i = N0 (1� p0) =
N0

1+ µt

Vejamos qual o comportamento duma família sobrevivente. Se sobrevive, a
distribuição de probabilidade do número de indivíduos n numa familia
sobrevivente será

pn =
(µt)n�1

(1+ µt)n+1

n = 1, 2...
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Processos de rami�cação

Donde

hn (t)i = µt + 1

n2
�
= (2µt + 1) (µt + 1)

Portanto o número de famílias sobreviventes diminui com 1
t enquanto que

o número de elementos duma família sobrevivente cresce com t.
Isto levou Galton e Watson à conclusão de que "a diminuição observada
no número de apelidos das famílias cuja história pode ser seguida, não é
um sinal da diminuição da sua fertilidade". Em vez disso a extinção da
maioria das famílias e a aparente fecundidade de algumas, poucas,
excepções é o "resultado das leis do acaso".
Este tipo de processo conjugado com a difusão espacial explica a
emergência de concentrações e vazios na dinâmica de populações
(ecologia, oceanogra�a, etc.)
(Na Coreia há cerca de 250 nomes de família e 45% da população
corresponde a apenas 3 nomes de família)
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Processos de rami�cação: Simulação dum superprocesso

t=0

t=10

t=100
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Processos de rami�cação
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Processos de rami�cação
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Informação, entropia e medida de Gibbs

Informação = Medida do conhecimento que se adquire com a ocorrência
de um acontecimento quando previamente apenas se conhecia a sua
probabilidade
Suponhamos N acontecimentos indexados por uma memória binária de
comprimento b

�
N = 2b b = logN/ log 2

�
b = log2 N é o número

de bits.
Consideremos os acontecimentos agregados em classes N = ∑i Ni
pi = Ni/N é a probabilidade da classe i .
Seja bi a informação recebida quando nos dizem que o acontecimento
pertence à classe i
Portanto bi + log2 Ni = log2 N, isto é, a informação recebida mais o
número de bits que ainda falta especi�car deve ser igual à incerteza inicial.
Daqui conclui-se

bi = � log(Ni/N) = � log pi
Portanto o valor médio da informação associada aos acontecimentos é

I (p) = ∑
i
pi log pi

() Fevereiro 2010 39 / 44



Informação, entropia e medida de Gibbs

S = �I (incerteza = entropia). A
S(p) = ∑

i
�pi log pi

chama-se Entropia de Shannon.
A entropia é um instrumento poderoso para estimar probabilidades dum
acontecimento quando apenas se tem informação incompleta.
Suponhamos, por exemplo, que se conhece apenas o valor médio hX i
duma variável

∑
i
Xip (Xi ) = hX i (2)

Por outro lado sabe-se que

∑
i
p (Xi ) = 1 (3)

A melhor alternativa é incorporar a informação conhecida e minimizar
a informação sobre aquilo que não se conhece, isto é, fazer uma previsão o
menos preconceituosa possível (Princípio da entropia máxima)
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Informação, entropia e medida de Gibbs

Maximizar

Γ = ∑
i
f�p (Xi ) log p (Xi )� λ1p (Xi )� λ2Xip (Xi )g

Donde
∂Γ/∂p (Xi ) = � log p (Xi )� 1� λ1 � λ2Xi = 0

p (Xi ) = e�λ2Xi e�(λ1+1)

sendo λ1 e λ2 obtidos a partir de (2) e (3).
Uma vez que ∂2Γ/∂p (Xi )

2 = �1/p (Xi ) < 0 é de facto um máximo.
A esta distribuição de probabilidade chama-se medida de Gibbs.
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Exercícios

1 - Numa caixa existem quatro bilhetes em que está escrito,
respectivamente, AAB, ABA, BAA, BBB. Escolhe-se um bilhete ao acaso.
Considere os seguintes acontecimentos E1={A aparece em primeiro},
E2={A aparece em segundo}, E3={A aparece em terceiro lugar}. Mostre
que estes acontecimentos são independentes dois a dois mas não são
globalmente independentes.

2 - Uma doença ocorre em 2 de cada 10000 habitantes
(p0(A) = 0, 0002; p0(B) = 0, 9998). Existe um teste com �abilidade
99, 5%, mas com 2 falsos positivos em cada 1000 casos saudáveis
(p(x jA) = 0, 995; p(x jB) = 0, 002).
Se um indivíduo tiver um teste positivo, qual é a probabilidade de
efectivamente ter a doença ?
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Exercícios

3 - Admita-se que cerca de 1, 5% dos atletas de alta competição recorre a
estimulantes (p0(A) = 0, 015; p0(B) = 0, 985). Considere-se um tipo de
análise que obtém resultados positivos em
99% dos casos e tem falsos positivos em 4% dos casos
(p(x jA) = 0, 99; p(x jB) = 0, 04)
a) Qual a probabilidade de um atleta com teste positivo se ter
efectivamente drogado ?
b) No caso de se repetir o teste e ele dar de novo positivo qual é então a
probabilidade de ele se ter drogado ?�
p(xx jA) = p(x jA)2; p(xx jB) = p(x jB)2

�
4 - Há uma variável aleatória X que pode tomar os valores (1, 2, 3, 4, 5, 6).
Esta variável é amostrada 100000 vezes e no �nal a média� 1
100000 ∑100000

i=1 Xi
�
foi 3, 83462. O número de vezes que se obteve 2 foi

13742. Qual é a melhor estimativa para o número de vezes em que se
obteve 1?
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Exercícios

5 - Uma variável x pode tomar 4 posições diferentes (1, 2, 3, 4) ao longo
dum circulo (Exemplos: direcções de navegação dum submarino, direcções
de deslocação dum cardume, posições dum camião de entrega de
mercadorias, etc.). Em cada intervalo de tempo a probabilidade de se
deslocar para a frente ou para trás é p e de �car no mesmo lugar é q
(q + 2p = 1).
a) Calcule a probabilidade de se encontrar em 3 ao �m de dez unidades de
tempo se o ponto inicial for 1.
b) Determine uma formula geral para essa probabilidade de transição em n
unidades de tempo.
c) Determine o limite dessa probabilidade quando n! ∞

6 - Em t = 0, um milhão de organismos é distribuido uniformemente numa
área de um kilómetro quadrado. A sua taxas de morte e reprodução são
iguais (λ = µ). Ao �m de um tempo T escolhe-se ao acaso uma área de
um metro quadrado. Qual é a probabilidade de aí encontrar um organismo
vivo?
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