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TPC 1TPC 1
DadosDados
(1) (1) I(pI(p)=I(p)=I(p11,p,p22,,……,,ppNN))
(2) I(1/N , 1/N , (2) I(1/N , 1/N , ……, 1/N) , 1/N) ≤≤ I(pI(p))
(3) I(p(3) I(p11,p,p22,,……,,ppNN) = I(p) = I(p11,p,p22,,……,p,pNN,0,0))
(4(4’’) I(P)=) I(P)=I(p)+I(qI(p)+I(q) ) parapara acontecimentosacontecimentos
independentesindependentes
MostrarMostrar queque

IIββ(p(p) = (1/() = (1/(ββ--11)) log )) log ∑∑ii (p(pii))ββ

éé solusoluççãoão de (1)+(2)+(3)+(4de (1)+(2)+(3)+(4’’) ) e e queque
limlimββ→→11 IIββ(p(p) = ) = I(pI(p))



(1) e (3) (1) e (3) sãosão consequênciaconsequência imediataimediata dada
definidefiniççãoão de de IIββ(p(p))
UmaUma funfunççãoão com com segundasegunda derivadaderivada nãonão
negativanegativa éé convexaconvexa

MMíínimonimo de de IIββ(p(p) com ) com ∑∑i i ppii =1=1

→→

UsandoUsando ∑∑i i ppii =1 =1 obtobtéémm--sese
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PortantoPortanto (2) (2) tambtambéémm éé satisfeitosatisfeito
(4(4’’)    )    PPikik = p= pii qqkk

LimiteLimite ββ →→ 11
εε = = ββ ̶̶ 11
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TPC 2 :TPC 2 :
A A mméédiadia foifoi 4 e o 4 e o doisdois saiusaiu 13077 13077 vezesvezes emem
100000 100000 lanlanççamentosamentos..
QuantasQuantas vezesvezes saiusaiu o um ?o um ?
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
pp22 = (13077)/(100000) = 0,13077= (13077)/(100000) = 0,13077
(a) p(a) p11+ p+ p33+ p+ p44+ p+ p55+ p+ p6 6 = 1 = 1 –– 0,13077 = 0,869230,13077 = 0,86923
(b) p(b) p11+3p+3p33+4p+4p44+5p+5p55+6p+6p66=4 =4 –– 0,26154=3,738460,26154=3,73846
MaximizarMaximizar ΓΓ = = ∑∑kk{{–– ppkk log log ppkk ++λλ11 ppkk ++λλ22 k k ppkk}}
sendosendo k=1,3,4,5,6k=1,3,4,5,6
ppkk = exp {= exp {λλ1 1 –– 1 + 1 + λλ22 k} com k} com λλ1 1 e e λλ22 obtidosobtidos a a 
partirpartir de (a) e (b)de (a) e (b)
x = x = exp {exp {λλ22} =1,20091} =1,20091
pp11=0,86923/(1+x=0,86923/(1+x22+x+x33+x+x44+x+x55) = 0.09932) = 0.09932
pp11 x 100000 = 9932 x 100000 = 9932 vezesvezes



TPC 3 : TPC 3 : ApliqueAplique o o teoremateorema de de BayesBayes a um a um 
exemploexemplo no no seuseu domdomíínionio de de actividadeactividade
TeoremaTeorema de de BayesBayes
p(A,xp(A,x)=)=p(A|x)p(xp(A|x)p(x)=p(x|A)p)=p(x|A)p00(A)(A)
p(xp(x) = p(x|A)p) = p(x|A)p00(A)+ p(x|B)p(A)+ p(x|B)p00(B)(B)

(B)B)p|p(x (A)A)p|p(x
(A)p A)|p(x

x)|p(A
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0

+
=



AlgunsAlguns exemplosexemplos apresentadosapresentados pelospelos alunosalunos do do 
cursocurso
(1) (1) UmaUma doendoenççaa ocorreocorre emem 1 1 parapara cadacada 10000 10000 
habitanteshabitantes →→ pp00(A)=0,0001  ;  p(A)=0,0001  ;  p00 (B)=0,9999(B)=0,9999
ExisteExiste um um testeteste com com fiabilidadefiabilidade 99,9%, 99,9%, masmas com com 
2 2 falsosfalsos positivospositivos emem cadacada 1000 1000 casoscasos saudsaudááveisveis
→→ p(x|Ap(x|A)=0,999  ;  )=0,999  ;  p(x|Bp(x|B)=0,002)=0,002
Se um Se um indivindivííduoduo tivertiver um um testeteste positivopositivo, , qualqual éé a a 
probabilidadeprobabilidade de de efectivamenteefectivamente terter a a doendoenççaa ??

0476,0
0,9999  0,002 0,0001    0,999

0,0001    0,999x)|p(A =
×+×

×=



(2) (2) CercaCerca de 1% dos de 1% dos atletasatletas de de altaalta competicompetiççãoão recorrerecorre a a 
estimulantesestimulantes
pp00(A)=0,01  ;  p(A)=0,01  ;  p00 (B)=0,99(B)=0,99
ConsidereConsidere--se um se um tipotipo de de ananááliselise queque obtobtéémm resultadosresultados positivospositivos emem
99% dos 99% dos casoscasos e tem e tem falsosfalsos positivospositivos emem 5% dos 5% dos casoscasos
p(x|Ap(x|A)=0,99  ;  )=0,99  ;  p(x|Bp(x|B)=0,05)=0,05

QualQual a a probabilidadeprobabilidade de um de um atletaatleta com com testeteste positivopositivo se se terter
efectivamenteefectivamente dopadodopado ??

No No casocaso de se de se repetirrepetir o o testeteste e e eleele dardar de novo de novo positivopositivo temostemos ::
p(xx|Ap(xx|A)=p(x|A))=p(x|A)2 2 =0,9801  ; =0,9801  ; p(xx|Bp(xx|B)=p(x|B))=p(x|B)2 2 =0,0025=0,0025

DondeDonde ::

167,0
0,99  0,05 0,01    0,99

0,01    0,99x)|p(A =
×+×

×=

798,0
0,99  0,0025 0,01    0,9801
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TPC 4:TPC 4:
Uma lebre vai a fugir dum galgo Uma lebre vai a fugir dum galgo 
numa plannuma planíície. Chega cie. Chega àà beira de beira de 
uma colina e tem duas escolhas:uma colina e tem duas escolhas:
11-- Continuar a correr na planContinuar a correr na planíície oucie ou
22-- Correr colina acimaCorrer colina acima
A lebre, que não sabe matemA lebre, que não sabe matemáática, tica, 
faz a mfaz a máá escolha e escolha e éé apanhada pelo apanhada pelo 
galgogalgo
Se soubesse matemSe soubesse matemáática qual era a tica qual era a 
escolha que faria ?escolha que faria ?



Consideremos um animal de dimensão linear LConsideremos um animal de dimensão linear L

Sendo o rendimento dos musculos Sendo o rendimento dos musculos ≈≈25%, a potência 25%, a potência úútil til 
desenvolvida por um animal em esfordesenvolvida por um animal em esforçço depende da o depende da 
dissipadissipaçção de calor.ão de calor.
A dissipaA dissipaçção de calor ão de calor éé proporcional proporcional àà superfsuperfíície do cie do 
corpo corpo ≈≈ LL22

Portanto a potência Portanto a potência úútil til éé ≈≈ LL22

A velocidade dum animal a correr em terreno plano A velocidade dum animal a correr em terreno plano éé
limitada pela resistência do ar. A resistência do ar limitada pela resistência do ar. A resistência do ar éé
proporcional ao quadrado da velocidade e proporcional ao quadrado da velocidade e àà area area 
transversal transversal ≈≈ vv22LL22. Portanto a p. Portanto a potência necessotência necessáária ria éé ≈≈ vv33LL22

Igualando a potência Igualando a potência úútil desenvolvida e a potência til desenvolvida e a potência 
necessnecessáária concluiria conclui--se que a velocidade de corrida em plano se que a velocidade de corrida em plano 
éé sensivelmente a mesma para todos os animais com sensivelmente a mesma para todos os animais com 
estruturas festruturas fíísicas homsicas homóólogas.logas.
PorPoréém para subir uma encosta a potência necessm para subir uma encosta a potência necessáária ria éé
≈≈ v Lv L33

Portanto para subir uma encosta a velocidade Portanto para subir uma encosta a velocidade éé ≈≈ LL--11

Conclusão : A lebre devia escolher a colina para fugir. Conclusão : A lebre devia escolher a colina para fugir. 



TPC 5TPC 5
Determine as dimensões fractais da curva de Koch e Determine as dimensões fractais da curva de Koch e 
do conjunto terndo conjunto ternáário de Cantorrio de Cantor

Dimensão fractalDimensão fractal

NNnn = n= núúmero de caixas necessmero de caixas necessáárias para cobrirrias para cobrir
a figura no passo na figura no passo n

aann = dimensão das caixas no passo n= dimensão das caixas no passo n
PortantoPortanto
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A curva de KochA curva de Koch

O conjunto ternO conjunto ternáário de Cantorrio de Cantor
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TPC 6TPC 6
-- QuaisQuais sãosão osos geradoresgeradores do do grupogrupo de de simetriassimetrias do do 

triângulotriângulo (D3)?(D3)?
-- QuantosQuantos elementoselementos tem?tem?
-- ConstruaConstrua o o diagramadiagrama de de CayleyCayley parapara o o grupogrupo de de 

simetriasimetria do do triângulotriângulo ((istoisto éé o o diagramadiagrama das das 
relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos MalekulaMalekula))

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-- O O grupogrupo D3 tem D3 tem 

6 6 elementoselementos
-- DoisDois geradoresgeradores ::

m= m= rotarotaççãoão de 120 de 120 oo
f = f = reflexãoreflexão



DiagramaDiagrama de de CayleyCayley do do grupogrupo D3D3



TPC 7    O TPC 7    O ““paradoxoparadoxo dos dos ggéémeosmeos””
Pedro e Paulo Pedro e Paulo sãosão ggéémeosmeos com 21 com 21 anosanos, , nascidosnascidos no no 

anoano 3021.3021.
1) Pedro 1) Pedro embarcaembarca numanuma nave e nave e viajaviaja durantedurante setesete

anosanos àà velocidadevelocidade uniformeuniforme de v=(24/25)c. de v=(24/25)c. AoAo fimfim
dessesdesses anosanos inverteinverte o o sentidosentido e e regressaregressa àà Terra Terra 
nosnos setesete anosanos seguintesseguintes..

QueQue idadeidade têmtêm Pedro e Paulo Pedro e Paulo quandoquando se se encontramencontram ??
2) Como se 2) Como se explicaexplica queque um um raciocraciocíínionio simsiméétricotrico nãonão

estestáá correctocorrecto ??



1) 1) TransformaTransformaççõesões de Lorentzde Lorentz

→→

DondeDonde, , parapara t=7, t=7, obtobtéémm--se tse t’’=25=25
IdadeIdade do Pedro = 21 + 7 + 7  = 35 do Pedro = 21 + 7 + 7  = 35 anosanos
IdadeIdade do Paulo = 21 + 25 +25 = 71 do Paulo = 21 + 25 +25 = 71 anosanos

2) O 2) O raciocraciocíínionio simsiméétricotrico queque Pedro Pedro poderiapoderia fazerfazer nãonão éé
correctocorrecto porqueporque, , enquantoenquanto queque Paulo Paulo estestáá sempresempre no no 
mesmomesmo referencialreferencial de de ininéérciarcia, Pedro , Pedro mudamuda de de referencialreferencial
no no regressoregresso. . 
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FazendoFazendo um um calculocalculo semelhantesemelhante no no referencialreferencial do Pedro, do Pedro, osos
seusseus 7+7 7+7 anosanos correspondemcorrespondem a 1,96+1,96 a 1,96+1,96 anosanos no no referencialreferencial
do Paulo, do Paulo, istoisto éé aosaos segmentossegmentos OA e BC OA e BC definidosdefinidos pelaspelas linhaslinhas
de de simultaneidadesimultaneidade do do referencialreferencial emem movimentomovimento. . PorPoréémm destedeste
modomodo o o segmentosegmento AB de 46,08 AB de 46,08 anosanos nãonão éé contadocontado. Um . Um ccáálculolculo
correctocorrecto feitofeito pelopelo Pedro Pedro deviadevia tomartomar emem consideraconsideraççãoão esteeste
segmentosegmento e o e o resulatdoresulatdo seriaseria o o mesmomesmo..


