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A A matemmatemááticatica comocomo metmetááforafora
ConsiderandoConsiderando a a MatemMatemááticatica comocomo umauma MetMetááforafora, a , a 
prpróópriapria interpretainterpretaççãoão do do conhecimentoconhecimento matemmatemááticotico éé um um 
actoacto altamentealtamente criativocriativo..
Num Num certocerto sentidosentido a a MatemMatemááticatica éé umauma novelanovela acercaacerca dada
NaturezaNatureza e e dada HumanidadeHumanidade. E . E nãonão se se podepode dizerdizer
precisamenteprecisamente o o queque éé queque a a MatemMatemááticatica nosnos ensinaensina, do , do 
mesmomesmo modomodo queque nãonão se se podepode dizerdizer exactamenteexactamente o o queque
a a leituraleitura de de ““Guerra e PazGuerra e Paz”” nosnos ensinaensina..
O O conhecimentoconhecimento éé incorporadoincorporado eleele prpróóprioprio no no actoacto de de 
repensarrepensar esseesse ensinamentoensinamento..
(Y. I. (Y. I. ManinManin))
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A A -- InformaInformaççãoão e e entropiaentropia

InformaInformaçção = Medida do conhecimento que se ão = Medida do conhecimento que se 
adquire com a ocorrência de um acontecimento adquire com a ocorrência de um acontecimento 
quando previamente apenas se conhecia a sua quando previamente apenas se conhecia a sua 
probabilidadeprobabilidade
Suponhamos N acontecimentos indexados por Suponhamos N acontecimentos indexados por 
uma memuma memóória binria bináária de comprimento Aria de comprimento A
N = 2N = 2AA A=logN / log2A=logN / log2 b=logN (no. de bits)b=logN (no. de bits)
Consideremos os acontecimentos agregados Consideremos os acontecimentos agregados 
em classesem classes
N=N=∑∑NNii ppii=N=Nii / N  (probabilidade da classe i)/ N  (probabilidade da classe i)
Seja bSeja bii a informaa informaçção recebida quando nos ão recebida quando nos 
dizem que o acontecimento pertence dizem que o acontecimento pertence àà classe iclasse i



A A -- InformaInformaççãoão e e entropiaentropia

Se a Se a medidamedida dada informainformaççãoão for for independenteindependente do do 
modomodo comocomo éé adquiridaadquirida
bbi i + log N+ log Nii=log N=log N bbii= = –– log(Nlog(Nii/N)= /N)= –– log plog pii
PortantoPortanto o valor o valor mméédiodio dada ((faltafalta) de ) de informainformaççãoão
associadaassociada aosaos acontecimentosacontecimentos
I(pI(p) = ) = ∑∑ ppiilogplogpii S= S= –– I (I (incertezaincerteza = = entropiaentropia))
S(pS(p) = ) = –– ∑∑ ppiilogplogpii ((EntropiaEntropia de Shannon)de Shannon)

A A informainformaççãoão associadaassociada a a acontecimentosacontecimentos
independentesindependentes éé aditivaaditiva PPikik==ppiiqqkk
I(P)= I(P)= ∑∑ppiiqqkklog(plog(piiqqkk)=)=∑∑ppiilogplogpii++∑∑qqkklogqlogqkk==I(p)+I(qI(p)+I(q))



A A –– InformaInformaççãoão e e entropiaentropia

AxiomasAxiomas de de KhinchinKhinchin
(1) (1) I(pI(p)=I(p)=I(p11,p,p22,,……,,ppNN))
(2) I(1/N , 1/N , (2) I(1/N , 1/N , ……, 1/N) , 1/N) ≤≤ I(pI(p))
(3) I(p(3) I(p11,p,p22,,……,,ppNN) = I(p) = I(p11,p,p22,,……,p,pNN,0,0))
(4) (4) ConsidereConsidere--se se doisdois sistemassistemas com com 
probabilidadesprobabilidades {p{pii} e {} e {qqkk} } masmas queque podempodem estarestar
correlacionadoscorrelacionados com com probabilidadeprobabilidade conjuntaconjunta PP
I(P) = I(P) = I(pI(p) + ) + ∑∑ii ppii I(q|iI(q|i)) sendosendo

I(q|iI(q|i)= )= ∑∑kk q(k|iq(k|i) log ) log q(k|iq(k|i))

→→ I(P) = c I(P) = c ∑∑ii PPii log(Plog(Pii) ) 



A A –– InformaInformaççãoão e e entropiaentropia

Os Os axiomasaxiomas de de KhinchinKhinchin implicamimplicam tambtambéémm
(4(4’’)) I(P)=I(P)=I(p)+I(qI(p)+I(q) ) 
parapara acontecimentosacontecimentos independentesindependentes
PorPoréémm, se , se emem vezvez de (1)+(2)+(3)+(4) , de (1)+(2)+(3)+(4) , tivermostivermos
(1)+(2)+(3)+(4(1)+(2)+(3)+(4’’) ) hháá umauma solusoluççãoão maismais geralgeral
TPC 1:TPC 1:
MostrarMostrar queque

IIββ(p(p) = (1/() = (1/(ββ--11)) log )) log ∑∑ii (p(pii))ββ

éé solusoluççãoão de (1)+(2)+(3)+(4de (1)+(2)+(3)+(4’’) ) e e queque
limlimββ→→11 IIββ(p(p) = ) = I(pI(p))

SSββ(p(p)= )= –– IIββ(p(p) = ) = EntropiaEntropia de de RenyiRenyi



B B –– UmaUma viagemviagem aoao papaííss dos dos lanlanççadoresadores de de 
dados (com dados (com agradecimentosagradecimentos a E. T. a E. T. JaynesJaynes
e P. e P. ColletCollet))

Um Um matemmatemááticotico fazfaz umauma viagemviagem aoao papaííss dos dos lanlanççadoresadores de dados e de dados e 
tendotendo ofendidoofendido a a ideologiaideologia local local aoao escarnecerescarnecer dada frivolidadefrivolidade dada
ocupaocupaççãoão favoritafavorita dos dos habitanteshabitantes, , éé encerradoencerrado numanuma masmorramasmorra..
EntretantoEntretanto, , àà portaporta dada suasua celacela, , osos guardasguardas prisionaisprisionais entretêmentretêm--se a se a 
lanlanççarar dados e a dados e a sobresobre eleseles fazerfazer as as maismais variadasvariadas estatestatíísticassticas
AlgumasAlgumas semanassemanas maismais tardetarde éé--lhelhe feitofeito o o seguinteseguinte desafiodesafio::
““PoisPois se a se a nossanossa ocupaocupaççãoão éé tãotão frfríívolavola, resolve o , resolve o seguinteseguinte problemaproblema::
-- LanLançáçámosmos nosnos úúltimosltimos diasdias um um mesmomesmo dado 100000 dado 100000 vezesvezes e a e a mméédiadia
foifoi 4. Se 4. Se descobriresdescobrires quantasquantas vezesvezes saiusaiu o 1, o 1, irirááss emem liberdadeliberdade. . 
-- E E qualqual éé o o erroerro admissiveladmissivel? (? (perguntapergunta o o matemmatemááticotico))
-- 1% e se 1% e se errareserrares cortamoscortamos--tete a a cabecabeççaa, oh , oh infielinfiel””
O O matemmatemááticotico pensoupensou, fez , fez algumasalgumas contascontas e e deudeu a a respostaresposta certacerta, , 
tendotendo sidosido postoposto emem liberdadeliberdade e e regressadoregressado aoao seuseu papaííss de de origemorigem..
A A suasua frustafrustaççãoão foifoi verificarverificar queque afinalafinal no no seuseu papaííss as as ocupaocupaççõesões dos dos 
habitanteshabitantes erameram tãotão frfríívolasvolas comocomo as dos as dos lanlanççadoresadores de dadosde dados
PerguntaPergunta: Como : Como éé queque o o matemmatemááticotico conseguiuconseguiu escaparescapar e e qualqual a a 
probabilidadeprobabilidade disso disso aconteceracontecer ?  ?  



B B –– UmaUma viagemviagem aoao papaííss dos dos lanlanççadoresadores de de 
dadosdados

Os Os úúnicosnicos elementoselementos de de informainformaççãoão sãosão ::
∑∑kk ppkk = 1= 1 (a)(a)
∑∑kk k k ppkk = 4= 4 (b)(b)

A A melhormelhor alternativaalternativa éé incorporarincorporar todatoda a a 
informainformaççãoão conhecidaconhecida e e minimizarminimizar a a informainformaççãoão
sobresobre aquiloaquilo queque nãonão se se conhececonhece, , istoisto éé, , fazerfazer
umauma previsãoprevisão o o menosmenos preconceituosapreconceituosa posspossíívelvel
((PrincPrincíípiopio dada entropiaentropia mmááximaxima))
→→ MaximizarMaximizar ΓΓ = = ∑∑kk{{–– ppkk log log ppkk ++λλ11 ppkk ++λλ22 k k ppkk}}
∂∂ΓΓ//∂∂ppkk = = –– log log ppkk –– 1 + 1 + λλ11 + + λλ22 k = 0k = 0

ppkk = exp {= exp {λλ1 1 –– 1 + 1 + λλ22 k}k}
∂∂22ΓΓ//∂∂ppkk

2  2  = = –– 1/p1/pkk < 0< 0
λλ11 e e λλ22 obtidosobtidos a a partirpartir de (a) e (b)de (a) e (b)



B B –– UmaUma viagemviagem aoao papaííss dos dos lanlanççadoresadores de de 
dadosdados

ppkk = e= e{{–– 2,447+0,1746 k}2,447+0,1746 k}

As As medidasmedidas exponenciaisexponenciais de de probabilidadeprobabilidade
assimassim obtidasobtidas chamamchamam--se se medidasmedidas de Gibbsde Gibbs
pp11= 0,103065    (= 0,103065    (parapara um dado um dado ““honestohonesto”” seriaseria

1/6= 0,1666661/6= 0,166666……))
PortantoPortanto NN11=10306 =10306 éé umauma boa boa respostaresposta
InterpretaInterpretaççãoão e e estimativaestimativa de de erroerro ::
EmEm N N lanlanççamentosamentos hháá W = NW = N! ! / (N/ (N11!!NN22!!……NN66!!) ) 
sequênciassequências com Ncom N11 unsuns, , NN22 doisdois, etc., etc.
UsandoUsando a a ffóórmularmula de de StirlingStirling
logWlogW≈≈NN{{––((NN11/N)log(/N)log(NN11/N) /N) ––……––((NN66/N)log(/N)log(NN66/N)} /N)} 

=N{=N{––pp11 logplogp11––pp22logplogp22––……––pp66logplogp66}}



B B –– UmaUma viagemviagem aoao papaííss dos dos lanlanççadoresadores de de 
dadosdados

PortantoPortanto o o princprincíípiopio dada entropiaentropia mmááximaxima
correspondecorresponde àà procuraprocura dasdas sequênciassequências ttíípicaspicas
UsandoUsando ∑∑kk ppkk = 1 e = 1 e ∑∑kk k k ppkk = 4  = 4  têmtêm--sese
pp6 6 = = ––1+4 p1+4 p11+3 p+3 p22+2 p+2 p33+p+p44
pp55= 2= 2––5 p5 p11––4 p4 p22––3 p3 p33––2 p2 p4      4      

dondedonde
∂∂logWlogW//∂∂pp11=N{=N{––logplogp11––1+5logp1+5logp55+5+5––4logp4logp66––4}=04}=0
∂∂22logWlogW//∂∂pp11

22==––N{1/pN{1/p11+25/p+25/p55+16/p+16/p66}=}=––195,17N195,17N
Na Na vizinhanvizinhanççaa do do mmááximoximo
logW(plogW(p11) ) ≈≈logWlogWmaxmax –– 97,58 N (p97,58 N (p11––pp1max1max))22

p(Np(N11) ) ≈≈exp{exp{––97,58 N (N97,58 N (N11/N/N––pp1max1max) ) 22}}
ErroErro de 1% com N=100000 de 1% com N=100000 →→ p(Np(N11)=5,77.10)=5,77.10--55



B B –– UmaUma viagemviagem aoao papaííss dos dos lanlanççadoresadores de de 
dadosdados

TPC 2 :TPC 2 :
A A mméédiadia foifoi 4 e o 4 e o doisdois saiusaiu 13077 13077 vezesvezes emem
100000 100000 lanlanççamentosamentos..
QuantasQuantas vezesvezes saiusaiu o um ? o um ? 



C C –– MedidasMedidas de Gibbs (de Gibbs (emem geralgeral))

ConsidereConsidere--se um se um conjuntoconjunto de de possibilidadespossibilidades ((ouou
de de sistemassistemas) ) dasdas quaisquais apenasapenas se se conhececonhece o o 
valor valor mméédiodio de de certascertas quantidadesquantidades ((extensivasextensivas))
MM(a(a)) = = ∑∑ii ppii MM(a(a) ) 

ii →→ 0 = 0 = ∑∑ii MM(a(a) ) 
i  i  δδ ppii

1 = 1 = ∑∑ii ppii →→ 0 = 0 = ∑∑ii δδppii

PrincPrincíípiopio de de entropiaentropia mmááximaxima
I(pI(p)= )= ∑∑ii ppii logplogpii →→ 0 = 0 = ∑∑ii (1+logp(1+logpii)) δδppii

↓↓
0 = 0 = ∑∑ii ((logplogpii ––ΨΨ++ββaaMM(a(a) ) 

ii)) δδppii

→→ ppi i = exp{= exp{ΨΨ –– ββaaMM(a(a) ) 
ii}}

→→ S= S= –– I(pI(p)= )= –– ΨΨ ++ ββaaMM(a(a))



C C –– MedidasMedidas de Gibbs (de Gibbs (emem geralgeral))

S = S = EntropiaEntropia = = –– ΨΨ ++ ββaaMM(a(a))

MM(a(a))==varivariáávelvel extensivaextensiva; ; ββaa==varivariáávelvel intensivaintensiva
ΨΨ = = EnergiaEnergia livrelivre ΨΨ = = ––log Zlog Z
Z = Z = FunFunççãoão de de partipartiççãoão
1 = 1 = ∑∑ii ppii →→ Z = Z = ∑∑ii exp(exp(––ββaaMM(a(a) ) 

ii))
ExemplosExemplos ::
(1) (1) ConjuntoConjunto cancanóóniconico

MM(a(a)) = = EnergiaEnergia mméédiadia
(2)(2) Grande Grande conjuntoconjunto cancanóóniconico

MM(a(a)) ‘‘ s = s = EnergiaEnergia, volume e , volume e nnúúmeromero de de 
particulasparticulas ((mméédiosdios))



D D –– TesteTeste de de hiphipóótesesteses. O . O teoremateorema de de BayesBayes

VamosVamos testartestar duasduas hiphipóótesesteses A e B com A e B com 
probabilidadesprobabilidades aa--priori ppriori p00(A) e p(A) e p00(B), (B), sabendosabendo--
se se queque o o efeitoefeito x tem x tem probabilidadeprobabilidade p(x|Ap(x|A) de ) de 
ser ser provocadoprovocado porpor A e a A e a probabilidadeprobabilidade p(x|Bp(x|B) de ) de 
ser ser provocadoprovocado porpor B.B.
Se Se sese observarobservar x, x, qualqual éé a a probabilidadeprobabilidade de de queque
tenhatenha ocorridoocorrido a a hiphipóótesetese A ?A ?
TeoremaTeorema de de BayesBayes
p(A,xp(A,x)=)=p(A|x)p(xp(A|x)p(x)=p(x|A)p)=p(x|A)p00(A)(A)
p(xp(x) = p(x|A)p) = p(x|A)p00(A)+ p(x|B)p(A)+ p(x|B)p00(B)(B)

p(A|xp(A|x)=()=(p(x|Ap(x|A) p) p00(A)) / (p(x|A)p(A)) / (p(x|A)p00(A)+ p(x|B)p(A)+ p(x|B)p00(B))(B))



D D –– TesteTeste de de hiphipóótesesteses. O . O teoremateorema de de BayesBayes

ExemploExemplo:: DeteDeteççãoão de de particulasparticulas µµ e e ππ
O detector de O detector de µµ‘‘s s detectadetecta µµ’’s s ((efeitoefeito x) com x) com 
eficiênciaeficiência 95% e 95% e podepode identificaridentificar
((erroneamenteerroneamente) um ) um ππ comocomo um um µµ emem 2% dos 2% dos 
casoscasos
O O feixefeixe contcontéémm umauma misturamistura de 90% de 90% ππ ‘‘s e 10% s e 10% 
µµ‘‘ss
QualQual a a probabilidadeprobabilidade de de queque, , quandoquando o detector o detector 
disparadispara, , tenhatenha sidosido de facto de facto registadoregistado um um µµ ??
p(p(µµ|x) = (0.95x0.1) / (0.95x0.1+0.02x0.9) = 0.84|x) = (0.95x0.1) / (0.95x0.1+0.02x0.9) = 0.84

TPC 3 : TPC 3 : ApliqueAplique o o teoremateorema de de BayesBayes a um a um 
exemploexemplo no no seuseu domdomíínionio de de actividadeactividade
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2 2 –– Leis de Leis de escalaescala e leis e leis semsem escalaescala
TPC 4:TPC 4:
Uma lebre vai a fugir dum galgo numa Uma lebre vai a fugir dum galgo numa 
planplaníície. Chega cie. Chega àà beira de uma colina e beira de uma colina e 
tem duas escolhas:tem duas escolhas:
11-- Continuar a correr na planContinuar a correr na planíície oucie ou
22-- Correr colina acimaCorrer colina acima
A lebre, que não sabe matemA lebre, que não sabe matemáática, faz a tica, faz a 
mmáá escolha e escolha e éé apanhada pelo galgoapanhada pelo galgo
Se soubesse matemSe soubesse matemáática qual era a tica qual era a 
escolha que faria ?escolha que faria ?



2 2 –– Leis de Leis de escalaescala e leis e leis semsem escalaescala
Como varia a distância mComo varia a distância mááxima de xima de 
corrida (sem beber) dum animal no corrida (sem beber) dum animal no 
deserto ?deserto ? ((≈≈L)L)
Reservas de Reservas de áágua gua ≈≈LL33

EvaporaEvaporaçção ão ≈≈LL22 →→ LL33 /L/L2 2 = L= L
Como varia a altura do salto dum Como varia a altura do salto dum 
animal em funanimal em funçção do tamanho?ão do tamanho?((≈≈LL00))
Energia para um salto h Energia para um salto h ≈≈hLhL33

Trabalho da forTrabalho da forçça muscular F   a muscular F   ≈≈FLFL
F F ≈≈LL22(resistência dos ossos)(resistência dos ossos)
hLhL33 =L=L22xLxL →→ h h ≈≈LL00



2 2 –– Leis de Leis de escalaescala e leis e leis semsem escalaescala

Elementos para a resoluElementos para a resoluçção do TPC 4ão do TPC 4
--Sendo o rendimento dos musculos Sendo o rendimento dos musculos 
≈≈25%, a potência 25%, a potência úútil desenvolvida til desenvolvida 
por um animal em esforpor um animal em esforçço depende o depende 
da dissipada dissipaçção de calor ão de calor ≈≈ LL22

--A resistência do ar A resistência do ar éé proporcional proporcional 
ao quadrado da velocidade e ao quadrado da velocidade e àà area area 
transversal transversal ≈≈vv22LL22 →→ Potência Potência ≈≈vv33LL22

--Para subir uma encosta a potência Para subir uma encosta a potência 
necessnecessáária ria éé ≈≈vLvL33



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos

Na interpretaNa interpretaçção de causas e efeitos as ão de causas e efeitos as 
relarelaçções lineares são muito usadasões lineares são muito usadas

Y = a * X + bY = a * X + b
PorPoréém no mundo real a (regressão) linear m no mundo real a (regressão) linear 
não não éé em geral adequada em geral adequada 



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos
Origem do termo regressão (Galton)Origem do termo regressão (Galton)

PorPoréém :m :



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos

Alo (Outra) Alo (Outra) -- metriametria
Y = a * XY = a * Xbb

log Y = b * log X + log alog Y = b * log X + log a
Peso do cPeso do céérebro / peso do organismorebro / peso do organismo



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos

Metabolismo (B)Metabolismo (B)

b = 3/4b = 3/4



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos
A uniformidade da lei dos A uniformidade da lei dos ¾¾ nos animais nos animais 
e plantas sugere um mecanismo fe plantas sugere um mecanismo fíísico sico 
universal regendo todos os seres universal regendo todos os seres 
viventes.viventes.
As estruturas biolAs estruturas biolóógicas são limitadas pela gicas são limitadas pela 
taxa a que os nutrientes lhes podem ser taxa a que os nutrientes lhes podem ser 
fornecidos. Portanto :fornecidos. Portanto :
(1)(1)–– ÉÉ necessnecessáária uma rede de ria uma rede de 
distribuidistribuiçção que cubra todo o volumeão que cubra todo o volume
(2)(2)-- Os capilares finais da rede têm Os capilares finais da rede têm 
sensivelmente o mesmo diametro em sensivelmente o mesmo diametro em 
todos os seres (agregados de ctodos os seres (agregados de céélulas de lulas de 
tamanho semelhante)tamanho semelhante)
(3)(3)-- A evoluA evoluçção faz sobreviver organismos ão faz sobreviver organismos 
com a mcom a mááxima eficiência energxima eficiência energééticatica



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos

B B ∼∼ MMbb

Fluxo de nutrientesFluxo de nutrientes
B B ∼∼ NNNN ππ rrNN

22 uuNN
(2) implica(2) implica
MMbb ∼∼ NNNN = n= nNN

n = taxa mn = taxa méédia de dia de 
ramificaramificaççãoão

Volume total a ser alimentadoVolume total a ser alimentado
vvkk = volume associado ao nivel k = volume associado ao nivel k 
NNkk vvkk ∼∼ NNkk llkk33 independente de k, independente de k, NNkk = n= nkk

implica  implica  llk+1k+1//llkk = = γγ = 1/n= 1/n1/31/3



AlometriaAlometria dos dos fenfenóómenosmenos biolbiolóógicosgicos
(3) implica preserva(3) implica preservaçção da areaão da area
NNk+1k+1 ππrrk+1k+1

22 = = NNk k ππrrkk
22 rrk+1k+1//rrk k = = ββ = 1/n= 1/n1/21/2

M M ∼∼ Volume total de fluidoVolume total de fluido

M M ∼∼ ∑∑k=0k=0
NN ππ rrkk

22 llkk nnk k = = 
vvNN ((ββ22γγ))--NN(1(1--((ββ22γγn)n)N+1N+1)/(1)/(1--ββ22γγn)n)∼∼ ((ββ22γγ))--NN

porque (2) implica porque (2) implica vvNN ∼∼ constanteconstante

De M De M ∼∼ ((ββ22γγ))--NN = n= n4N/34N/3 e   e   MMbb ∼∼ nnNN

obtêmobtêm--se  se  
b=3/4b=3/4



ProbabilidadeProbabilidade ((frequênciafrequência) de ) de 
fenfenóómenosmenos com com escalaescala

AtAtéé agora tratagora tratáámos da relamos da relaçção das diversas escalas dum ão das diversas escalas dum 
sistemasistema
Um problema diferente Um problema diferente éé a distribuia distribuiçção dos acontecimentos ão dos acontecimentos 
associados a uma dada escala.associados a uma dada escala.
Exemplos :Exemplos :
DistribuiDistribuiçção das alturas humanasão das alturas humanas



ProbabilidadeProbabilidade ((frequênciafrequência) de ) de 
fenfenóómenosmenos com com escalaescala

A distribuiA distribuiçção das alturas ão das alturas éé aproximadamente aproximadamente 
GaussianaGaussiana

A probabilidade de A probabilidade de 
grandes desvios em grandes desvios em 
relarelaçção ão àà mméédia decrescedia decresce
exponencialmente com exponencialmente com 
um factor de escala um factor de escala σσ
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ProbabilidadeProbabilidade ((frequênciafrequência) de ) de 
fenfenóómenosmenos com com escalaescala

DistribuiDistribuiçção do não do núúmero de acontecimentos mero de acontecimentos 
(independentes) que ocorrem numa unidade de (independentes) que ocorrem numa unidade de 
tempo dada a probabilidade mtempo dada a probabilidade méédia = dia = λλ
Exemplos: Exemplos: 
-- Quantas bactQuantas bactéérias existem por unidade de volume?rias existem por unidade de volume?
-- Quantas desintegraQuantas desintegraçções radioactivas num intervalo ões radioactivas num intervalo 
de tempo ?de tempo ?
_ Quantas particulas de poeira existem num dado _ Quantas particulas de poeira existem num dado 
volume de ar ?volume de ar ?
DistribuiDistribuiçção de Poissonão de Poisson
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ProbabilidadeProbabilidade ((frequênciafrequência) de ) de 
fenfenóómenosmenos com com escalaescala

DistribuiDistribuiçção de Rayleighão de Rayleigh
Ocorre quando, por exemplo, um vector tem Ocorre quando, por exemplo, um vector tem 
duas componentes ortogonais com densidades duas componentes ortogonais com densidades 
Gaussianas independentesGaussianas independentes
Exemplos : distribuiExemplos : distribuiçção da velocidade do vento , ão da velocidade do vento , 
altura das ondas no oceano altura das ondas no oceano 
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ProbabilidadeProbabilidade ((frequênciafrequência) de ) de 
fenfenóómenosmenos com com escalaescala

DistribuiDistribuiçção de Weibullão de Weibull

Permite descrever dados experimentais, por Permite descrever dados experimentais, por 
exemplo em ciências da vida, pelo ajuste dos exemplo em ciências da vida, pelo ajuste dos 
parametros.parametros.
Interpola entre a distribuiInterpola entre a distribuiçção normal e a ão normal e a 
exponencialexponencial
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FenFenóómenosmenos com com escalaescala e e fenfenóómenosmenos
semsem escalaescala

Todas estas distribuiTodas estas distribuiçções descrevem fenões descrevem fenóómenos menos 
em que a ocorrência de grandes desvios em em que a ocorrência de grandes desvios em 
relarelaçção ão àà mméédia decresce exponencialmente de dia decresce exponencialmente de 
acordo com uma certa escala caracteracordo com uma certa escala caracteríística.stica.
HaverHaveráá fenfenóómenos sem uma escala caractermenos sem uma escala caracteríística ?stica ?
Isto Isto éé, fen, fenóómenos em que a probabilidade de menos em que a probabilidade de 
ocorrência de grandes desvios não decresce ocorrência de grandes desvios não decresce 
exponencialmente.exponencialmente.

Resposta : SIM e são frequentes na NaturezaResposta : SIM e são frequentes na Natureza



Leis Leis semsem escalaescala ((CriticalidadeCriticalidade auto auto ––
organizadaorganizada ––SOC)SOC)

Exemplos :Exemplos :
Tremores de terra, lei de GutenbergTremores de terra, lei de Gutenberg--RichterRichter

( ) bEEN −−= 1



Leis Leis semsem escalaescala ((dinâmicadinâmica))
Fogos na florestaFogos na floresta Tamanho dos seresTamanho dos seres

Actividade neuronalActividade neuronal



Leis Leis semsem escalaescala ((dinâmicadinâmica))
Modelos experimentais :Modelos experimentais :
Blocos deslizantes com molasBlocos deslizantes com molas

Monte de arroz ou areiaMonte de arroz ou areia



Leis Leis semsem escalaescala ((dinâmicadinâmica))
EstatEstatíística das avalanchesstica das avalanches

Modelos matemModelos matemááticos : ticos : 
BakBak--SneppenSneppen

0,6670,667



Leis Leis semsem escalaescala ((dinâmicadinâmica))
No modelo de blocos o tamanho duma avalanche No modelo de blocos o tamanho duma avalanche éé o no núúmero de blocos mero de blocos 
que se movimenta de cada vezque se movimenta de cada vez
No monte de arroz ou areia No monte de arroz ou areia éé o no núúmero de grãosmero de grãos
E no de BakE no de Bak--Sneppen o tempo de retorno a uma configuraSneppen o tempo de retorno a uma configuraçção em que ão em que 
todas as esptodas as espéécies têm robustez acima de 0,667cies têm robustez acima de 0,667
Em todos os casos a distribuiEm todos os casos a distribuiçção ão éé uma lei de potência, sem escala uma lei de potência, sem escala 
caractercaracteríística. Significa, em particular, que grandes avalanches são stica. Significa, em particular, que grandes avalanches são 
provprovááveis.veis.
Dois ingredientes dinâmicos são caracterDois ingredientes dinâmicos são caracteríísticos de todos estes casos :sticos de todos estes casos :
-- Dinâmica individual instDinâmica individual instáávelvel
-- Dinâmica extrema, isto Dinâmica extrema, isto éé ssóó os elementos que atingem um certo os elementos que atingem um certo 
estado de tensão estado de tensão éé que mudam de estado.que mudam de estado.
Estes dois ingredientes dinâmicos são a chave da não existência Estes dois ingredientes dinâmicos são a chave da não existência 
(expontânea) duma escala caracter(expontânea) duma escala caracteríística (a ser discutido na listica (a ser discutido na liçção 4. Ver ão 4. Ver 
comportamento dos expoentes de Lyapunov)comportamento dos expoentes de Lyapunov)



Leis Leis semsem escalaescala ((geometriageometria))
Qual Qual éé o comprimento duma costa ou duma fronteira ?o comprimento duma costa ou duma fronteira ?
Resposta : depende da rResposta : depende da réégua que se usa para medirgua que se usa para medir

MediMediçção com mapas de escalas diferentesão com mapas de escalas diferentes
Volume  (comprimento) dum objecto medido pelo Volume  (comprimento) dum objecto medido pelo 
nnúúmero de caixas (rmero de caixas (rééguas) de lado guas) de lado ““aa”” necessnecessáárias para rias para 
o cobrir o cobrir Portanto o volume medido Portanto o volume medido éé

Fda
CN =

)( FTT ddd CaNaV −==
addCV FT log)(loglog −+=



Leis Leis semsem escalaescala ((geometriageometria))
No caso da mediNo caso da mediçção duma costa ou duma fronteira ão duma costa ou duma fronteira 
entre dois paentre dois paííses, dses, dTT=1. Portanto=1. Portanto

ObtêmObtêm--se valores dse valores dFF ∼∼ 1,2 1,2 –– 1,3 para as costas1,3 para as costas
Mandelbrot observa que comparando os valores do Mandelbrot observa que comparando os valores do 
comprimento da fronteira entre Portugal e Espanha, comprimento da fronteira entre Portugal e Espanha, 
indicado em enciclopindicado em enciclopéédias dos dois padias dos dois paííses, hses, háá uma uma 
diferendiferençça, sendo o valor indicado na enciclopa, sendo o valor indicado na enciclopéédia dia 
portuguesa 1,23 maior. Espanha sendo maior, portuguesa 1,23 maior. Espanha sendo maior, éé
natural que os mapas usados para a medinatural que os mapas usados para a mediçção da ão da 
fronteira tenham sido de uma escala maior. fronteira tenham sido de uma escala maior. 
Os fractais estão presentes em muitos fenOs fractais estão presentes em muitos fenóómenos menos 
naturais : naturais : -- Padrões geolPadrões geolóógicos e geogrgicos e geográáficosficos

-- ReacReacçções quões quíímicas e biolmicas e biolóógicasgicas
-- FenFenóómenos de percolamenos de percolaçção,  etc.ão,  etc.

adCL F log)1(loglog −+=



Leis Leis semsem escalaescala ((geometriageometria))
Duas construDuas construçções matemões matemááticas de objectos fractais :ticas de objectos fractais :
A curva de KochA curva de Koch O conjunto ternO conjunto ternáário de Cantor rio de Cantor 

TPC 5TPC 5
Determine as dimensões fractais da curva de Koch e Determine as dimensões fractais da curva de Koch e 
do conjunto terndo conjunto ternáário de Cantor   rio de Cantor   
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3 3 –– GruposGrupos e e simetriassimetrias
Um Um grupogrupo éé umauma dasdas entidadesentidades matemmatemááticasticas maismais

naturaisnaturais
-- ProdutoProduto ((aa◦◦bb) = ) = ComposiComposiççãoão de de transformatransformaççõesões
-- IdentidadeIdentidade (1(1◦◦a=a)a=a) = = NãoNão transformartransformar
-- InversoInverso (a(a--11◦◦a=1) = a=1) = DesfazerDesfazer a a transformatransformaççãoão

ExemplosExemplos ::
# # TranslaTranslaççõesões no no espaespaççoo e no tempoe no tempo
# # RotaRotaççõesões
# # TransformaTransformaççõesões de de referencialreferencial



GruposGrupos FinitosFinitos
ExemploExemplo: : GruposGrupos de de simetriasimetria dasdas figurasfiguras finitasfinitas no no planoplano

CCN N = N = N simetriassimetrias de de rotarotaççãoão
DDN N = N = N simetriassimetrias de de rotarotaççãoão e N e N simetriassimetrias dede

reflexãoreflexão
GrupoGrupo de de simetriasimetria do do quadradoquadrado ::

OitoOito elementoselementos
((GeradoresGeradores : m = : m = rotarotaççãoão de 90de 90ºº e f = e f = reflexãoreflexão))



GruposGrupos FinitosFinitos
GrupoGrupo de de simetriasimetria do do quadradoquadrado ::

TabelaTabela de de multiplicamultiplicaççãoão



GruposGrupos FinitosFinitos
GrupoGrupo de de simetriasimetria do do quadradoquadrado ::

DiagramaDiagrama de de CayleyCayley
̶̶ ̶̶ ̶̶ ̶̶ ̶̶ ̶̶ ̶̶ RotaRotaççãoão ;  ;  ·· ·· ·· ·· ·· ·· ReflexãoReflexão



As As relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos WarlpiriWarlpiri
Os Os WarlpiriWarlpiri



As As relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos WarlpiriWarlpiri
-- As As relarelaççõesões de de parentescoparentesco estabelecemestabelecem nana nossanossa sociedadesociedade

um um certocerto nnúúmeromero de de obrigaobrigaççõesões legaislegais e e ttáácitascitas. . 
ComparadasComparadas com as de com as de outrosoutros povospovos, as , as nossasnossas relarelaççõesões
de de parentescoparentesco sãosão relativamenterelativamente simplessimples

-- NosNos WarlpiriWarlpiri existemexistem oitooito secsecççõesões e e cadacada indivindivííduoduo pertencepertence
a a umauma ssóó secsecççãoão. As . As regrasregras de de casamentocasamento, , obrigaobrigaççõesões e e 
rituaisrituais dependemdependem rigidamenterigidamente dada secsecççãoão a a queque cadacada
indivindivííduoduo pertencepertence



As As relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos WarlpiriWarlpiri
DesenhemosDesenhemos as 8 as 8 secsecççõesões dos dos WarlpiriWarlpiri
doutrodoutro modomodo OuOu comocomo partespartes dumdum quadradoquadrado

CasamentosCasamentos sãosão reflexõesreflexões e a e a secsecççãoão a a queque cadacada recrecéémm--nascidonascido
vaivai pertencerpertencer éé obtidaobtida porpor rotarotaççãoão..

PortantoPortanto as as relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos WarlpiriWarlpiri sãosão o o grupogrupo D4D4



As As relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos WarlpiriWarlpiri
-- EmEm Vanuatu Vanuatu osos MalekulaMalekula utilizamutilizam D3, o D3, o grupogrupo de de 

simetriasimetria do do triângulotriângulo
-- Num Num casocaso e e noutronoutro as as 
relarelaççõesões de de parentescoparentesco
mostrammostram umauma psicologiapsicologia
social social queque ligaliga passadopassado
e e presentepresente dumdum modomodo
ccííclicoclico. . BastanteBastante diferentediferente
dada nossanossa queque se se baseiabaseia
numanuma estruturaestrutura de de áárvorervore
((numeranumeraççãoão ultramultraméétricatrica))



As As relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos WarlpiriWarlpiri
TPC 6TPC 6
QuaisQuais sãosão osos geradoresgeradores do do grupogrupo de de simetriassimetrias do do 

triângulotriângulo (D3)?(D3)?
QuantosQuantos elementoselementos tem?tem?
ConstruaConstrua o o diagramadiagrama de de CayleyCayley parapara o o grupogrupo de de 

simetriasimetria do do triângulotriângulo ((istoisto éé o o diagramadiagrama dasdas
relarelaççõesões de de parentescoparentesco dos dos MalekulaMalekula))



GruposGrupos e a e a estruturaestrutura dasdas leis leis ffíísicassicas
A A –– InvariânciasInvariâncias e e quantidadesquantidades conservadasconservadas

A A invariânciainvariância parapara transformatransformaççõesões estestáá associadaassociada àà
existênciaexistência de de quantidadesquantidades conservadasconservadas

((NotaNota: no : no sentidosentido laboratorial, laboratorial, invariânciainvariância refererefere--se a se a umauma
situasituaççãoão emem queque se se ddáá a a mesmamesma transformatransformaççãoão aoao sistemasistema
a a medirmedir e e aosaos aparelhosaparelhos de de medidamedida)  )  

1)  1)  InvariânciaInvariância parapara translatranslaççõesões no tempono tempo
→→ ConservaConservaççãoão dada energiaenergia

2)  2)  InvariânciaInvariância parapara translatranslaççõesões no no espaespaççoo
→→ ConservaConservaççãoão do do momentomomento linear (linear (quantidadequantidade de de 
movimentomovimento)     ()     (mvmv))

3)  3)  InvariânciaInvariância parapara rotarotaççõesões
→→ ConservaConservaççãoão do do momentomomento angular     angular     x [X] mx [X] m vv
[X] = [X] = produtoproduto externoexterno de de vectoresvectores



GruposGrupos e a e a estruturaestrutura dasdas leis leis ffíísicassicas
A A –– InvariânciasInvariâncias e e quantidadesquantidades conservadasconservadas

ExemploExemplo: : CorposCorpos com com forforççasas de de interacinteracççãoão potencialpotencial
mmii dd22xxii/dt/dt22 = = ∑∑kk FFikik(x(xii,x,xkk,t,t) = ) = -- ∑∑kk ∂∂U(U(xxii,x,xkk,t,t)/)/∂∂xxii

-- InvariânciaInvariância parapara translatranslaççõesões no tempono tempo
t t →→ t + t + ββ ; ; FFikik(x(xii,x,xkk,t,t) = ) = FFikik(x(xii,x,xkk,t,t++ββ) ) →→ FFikik== FFikik(x(xii,x,xkk))

-- InvariânciaInvariância parapara translatranslaççõesões no no espaespaççoo
xx→→ x + x + αα ; ; FFikik(x(xii,x,xkk) = ) = FFikik(x(xii++αα,,xxkk++αα) ) →→ FFikik== FFikik(x(xii--xxkk))

-- InvariânciaInvariância parapara rotarotaççõesões
mmii dd22RxRxii/dt/dt22 = = ∑∑kk FFikik(Rx(Rxii--RxRxkk) ) 

→→ FFikik(Rx(Rxii--RxRxkk)) = = RRFFikik(x(xii--xxkk) ) →→ U=U=U(|U(|xxii--xxkk|)|)



A A –– InvariânciasInvariâncias e e quantidadesquantidades conservadasconservadas

QuantidadesQuantidades conservadasconservadas ::
-- EnergiaEnergia ((transltransl. tempo). tempo)

∑∑ii ((dxdxii/dt/dt) ) ((mmi i dd22xxii/dt/dt22 ++ ∂∂U/U/∂∂xxii) = 0) = 0
d/dtd/dt {1/2 {1/2 ∑∑ii mmii (dx(dxii/dt)/dt)22 + + UU}= 0}= 0

-- MomentoMomento linear  (linear  (transltransl. . espaespaççoo)  P = )  P = ∑∑ii mmi i dxdxii/dt/dt
d/dtd/dt P = P = ∑∑ii mmi i dd22xxii/dt/dt22 = = -- ∑∑ii≠≠kk ∂∂U(U(xxii--xxkk)/)/∂∂xxii = 0= 0

-- MomentoMomento angular (angular (rotarotaççõesões) M= ) M= ∑∑ii xxii [X] (m[X] (mi i dxdxii/dt/dt))
d/dtd/dt M = M = ∑∑ii dxdxii/dt/dt [X] (m[X] (mi i dxdxii/dt/dt) + ) + ∑∑ii xxii [X] d[X] d22xxii/dt/dt22

= = ∑∑ii xxii [X] [X] ∑∑kk≠≠ii FFikik = 0= 0
xxii [X] [X] FFikik + + xxkk [X] [X] FFkiki = (x= (xii -- xxkk) [X] ) [X] FFikik = 0 = 0 
porqueporque FFikik éé paraleloparalelo a (xa (xii -- xxkk))



B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo

As As invariânciasinvariâncias parapara translatranslaççõesões no no espaespaççoo, no tempo e , no tempo e 
rotarotaççõesões sãosão um dado experimentalum dado experimental. A . A existênciaexistência de de 
quantidadesquantidades conservadasconservadas éé umauma consequênciaconsequência
matemmatemááticatica..

OutroOutro dado experimental dado experimental : : equivalênciaequivalência de de referenciaisreferenciais de de 
ininéérciarcia (nada se (nada se sentesente num num elevadorelevador emem movimentomovimento
uniformeuniforme))

InvariânciaInvariância parapara translatranslaççõesões ((homogeneidadehomogeneidade)+ )+ rotarotaççõesões
((isotropiaisotropia) + ) + equivalênciaequivalência de de referenciaisreferenciais de de ininéérciarcia

ConsequênciaConsequência matemmatemááticatica ::
→→ existênciaexistência dumaduma velocidadevelocidade invarianteinvariante (a (a mesmamesma emem

todostodos osos referenciaisreferenciais inerciaisinerciais)    )    



B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo
ConsequênciaConsequência matemmatemááticatica ::
→→ existênciaexistência dumaduma velocidadevelocidade invarianteinvariante (a (a mesmamesma emem

todostodos osos referenciaisreferenciais inerciaisinerciais))
E E porpor issoisso ::

Se c = Se c = ∞∞ →→ MecânicaMecânica ClCláássicassica (t (t '' = t  ;  x = t  ;  x '' = x = x –– v t) v t) 
Se c for Se c for finitofinito →→ MecânicaMecânica RelativistaRelativista
→→ A A relatividaderelatividade e as e as suassuas consequênciasconsequências ““paradoxaisparadoxais”” sãosão

umauma consequênciaconsequência matemmatemááticatica de de princprincíípiospios simples e simples e 
facilmentefacilmente compreenscompreensííveisveis
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo

-- ReferenciaisReferenciais S e SS e S’’ e e coordenadascoordenadas ξξ e e ξξ’’
ξξ =(t,x=(t,x11,x,x22,x,x33) e ) e ξξ’’ =(t,x=(t,x11’’,x,x22’’,x,x33’’))

-- TransformaTransformaçção de coordenadas ão de coordenadas ξξ’’=f(=f(ξξ))
-- HomogeneidadeHomogeneidade: : translatranslaççãoão αα em S e em S e αα’’ em Sem S’’

f(f(ξξ++αα)=f()=f(ξξ)+)+αα’’ implica f linearimplica f linear
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo

-- ConsideremosConsideremos transformatransformaççõesões de de velocidadevelocidade com com 
osos eixoseixos coincidentescoincidentes no tempo t=0no tempo t=0

Para t=0 Para t=0 pontospontos nosnos eixoseixos 1,2, 3 1,2, 3 deverãodeverão
permanecerpermanecer nosnos eixoseixos 11’’,2,2’’,3,3’’





































=



















3

2

1

3330

2220

1110

03020100

'3

'2

'1

00
00
00

'

x
x
x
t

aa
aa

aa
aaaa

x
x
x
t



B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo

-- ConsideremosConsideremos a a diferendiferenççaa de de coordenadascoordenadas de 2 de 2 
acontecimentosacontecimentos, , sendosendo estesestes as as coordenadascoordenadas de de 
umauma particulaparticula emem repousorepouso emem relarelaççãoão a Sa S’’

→→ aa20 20 = a= a30 30 =0    e  =0    e  aa10 10 = = -- v av a1111

-- Se a Se a particulaparticula estiverestiver emem repousorepouso emem S S deverdeveráá terter
velocidadevelocidade ––v v emem relarelaççãoão a Sa S’’
→→ ∆∆xx11’’ = = -- v v ∆∆t t ’’ →→ aa10 10 = = -- v av a00  00  →→ aa11 11 = a= a0000
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo
-- IsotropiaIsotropia exigeexige aa02 02 = a= a0303 porqueporque nada nada permitepermite

distinguirdistinguir as as direcdirecççõesões 2 e 3. 2 e 3. PorPor outrooutro ladolado
tt’’ = a= a00 00 t + at + a01 01 xx1 1 + a+ a0202 ((xx22 ++ xx33))
→→ aa02 02 = a= a03 03 = 0  = 0  porqueporque tt’’ nãonão deverdeveráá dependerdepender
dumaduma rotarotaççãoão emem tornotorno do do eixoeixo 1.1.

ResumindoResumindo : : UmaUma transformatransformaççãoão de de velocidadevelocidade nana
direcdirecççãoão 1 1 devedeve terter a formaa forma
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo
-- AplicandoAplicando agora a agora a equivalênciaequivalência de de referenciaisreferenciais

PorPor outrooutro ladolado invertendoinvertendo ξξ’’=f(=f(ξξ))
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo
-- IgualandoIgualando osos coeficientescoeficientes

e e usandousando isotropiaisotropia
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo

-- ConsiderandoConsiderando transformatransformaççõesões SS→→SS’’ →→ SS’’’’

Para Para terter a a mesmamesma forma (forma (equivalênciaequivalência de de 
referenciaisreferenciais))
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo
-- DondeDonde

istoisto éé, , existeexiste umauma constanteconstante universal com as universal com as 
dimensõesdimensões do do quadradoquadrado dumaduma velocidadevelocidade

TransformaTransformaççõesões de de LorentzLorentz
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B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo
-- ConsequênciasConsequências
1) 1) CasoCaso c=c=∞∞, , transftransf. de . de GalileuGalileu, , mecânicamecânica clcláássicassica
2) Se c2) Se c≠∞≠∞ ((casocaso gengenééricorico), tempo ), tempo nãonão éé absolutoabsoluto
3) 3) ContraContraççãoão dos dos comprimentoscomprimentos, , dilatadilataççãoão do tempodo tempo
4) 4) ConsequênciasConsequências poucopouco óóbviasbvias de de princprincíípiospios simples simples 

com com fundamentofundamento experimental.experimental.
5) 5) VerificaVerificaççõesões experimentaisexperimentais ::

-- MuõesMuões
-- RelRelóógiosgios viajandoviajando àà voltavolta dada terraterra
-- etc.etc.



B B –– As As transformatransformaççõesões do do espaespaççoo--tempotempo

TPC 7    O TPC 7    O ““paradoxoparadoxo dos dos ggéémeosmeos””
Pedro e Paulo Pedro e Paulo sãosão ggéémeosmeos com 21 com 21 anosanos, , nascidosnascidos no no 

anoano 3021.3021.
1) Pedro 1) Pedro embarcaembarca numanuma nave e nave e viajaviaja durantedurante setesete

anosanos àà velocidadevelocidade uniformeuniforme de v=(24/25)c. de v=(24/25)c. AoAo fimfim
dessesdesses anosanos inverteinverte o o sentidosentido e e regressaregressa àà Terra Terra 
nosnos setesete anosanos seguintesseguintes..

QueQue idadeidade têmtêm Pedro e Paulo Pedro e Paulo quandoquando se se encontramencontram ??
2) Como se 2) Como se explicaexplica queque um um raciocraciocíínionio simsiméétricotrico nãonão

estestáá correctocorrecto ??



Y|ÅY|Å wtwt àxÜvx|ÜtàxÜvx|Üt tâÄttâÄt



4 4 –– CaosCaos e e dependênciadependência senssensíívelvel

chaoschaos\\2_Double_Pendulum_C.mp42_Double_Pendulum_C.mp4
Como vimos no filme, em certas circunstâncias o Como vimos no filme, em certas circunstâncias o 
pêndulo duplo tem um movimento regular e pêndulo duplo tem um movimento regular e 
noutras tem uma dinâmica bastante complexa e noutras tem uma dinâmica bastante complexa e 
prpráácticamente impreviscticamente imprevisíível.vel.
A irregularidade do seu movimento A irregularidade do seu movimento éé bastante bastante 
evidente se registarmos a evoluevidente se registarmos a evoluçção dos ângulos ão dos ângulos 
(ver figura no slide seguinte)(ver figura no slide seguinte)
Regularidade previsRegularidade previsíível e irregularidade vel e irregularidade 
imprevisimprevisíível. Porquê ?vel. Porquê ?
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Os Os pontospontos fixosfixos organizamorganizam o o movimentomovimento
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A A origemorigem do do comportamentocomportamento complexocomplexo
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A A origemorigem do do comportamentocomportamento complexocomplexo

ÉÉ a ra ráápida divergência das trajectpida divergência das trajectóórias, que amplifica rias, que amplifica 
os pequenos erros da condios pequenos erros da condiçção inicial, e torna o ão inicial, e torna o 
movimento (mesmo que teoricamente determinista) movimento (mesmo que teoricamente determinista) 
practicamente imprevispracticamente imprevisíível para alvel para aléém de um periodo m de um periodo 
de tempo muito curto.de tempo muito curto.
Se o modelo teSe o modelo teóórico for incompleto, a situarico for incompleto, a situaçção ão éé ainda ainda 
pior (os valores das varipior (os valores das variááveis desconhecidas actuam veis desconhecidas actuam 
como erros). como erros). ÉÉ o caso dos modelos do clima.o caso dos modelos do clima.
No estudo do caos determinNo estudo do caos determiníísta hsta háá dois marcos dois marcos 
histhistóóricos importantes :ricos importantes :
-- O trabalho de PoincarO trabalho de Poincaréé no problema de três corpos.no problema de três corpos.
-- O modelo de Lorenz da teoria do clima.O modelo de Lorenz da teoria do clima.
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A A origemorigem do do comportamentocomportamento complexocomplexo

O modelo de LorenzO modelo de Lorenz
dx/dt = s (y dx/dt = s (y –– x)x)
dy/dt = r x dy/dt = r x –– y y –– x zx z
dz/dt = dz/dt = -- b z + x yb z + x y

Exemplo :Exemplo :
s = 10s = 10
r = 28r = 28
b = 8/3b = 8/3

O efeito borboletaO efeito borboleta
ver animaver animaçção :ão :
www.exploratorium.edu/complexity/java/lorenz.htmlwww.exploratorium.edu/complexity/java/lorenz.html

temptemp\\Lorenz Butterfly.htmLorenz Butterfly.htm
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DescriDescriççãoão quantitativaquantitativa do do comportamentocomportamento
complexocomplexo. Os . Os expoentesexpoentes de de LyapunovLyapunov

Os expoentes de Lyapunov definem a taxa Os expoentes de Lyapunov definem a taxa 
mméédia de expansão das trajectdia de expansão das trajectóóriasrias
IlustraIlustraçção do efeito dos expoentes de Lyapunov. ão do efeito dos expoentes de Lyapunov. 
Expansão das trajectExpansão das trajectóórias = Perda de rias = Perda de 
informainformaçção sobre o estado inicialão sobre o estado inicial
O vaso de flores e as transformaO vaso de flores e as transformaçções elões elíípticas e pticas e 
hiperbhiperbóólicas licas 

lim
n→∞

1

n
log nDkfn(x)un = ξ

(k)
i
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TransformaTransformaççãoão com com umauma matrizmatriz elelíípticaptica
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TransformaTransformaççãoão com com umauma matrizmatriz hiperbhiperbóólicalica

x
y

x
y






→ 







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1 1
1 2









OrigemOrigem do do comportamentocomportamento
complexocomplexo nosnos sistemassistemas simplessimples
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x
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Os Os valoresvalores prpróópriosprios dasdas matrizesmatrizes

ValoresValores prpróópriosprios de de matrizesmatrizes

λλ1 =0.7143+i 0.69991 =0.7143+i 0.6999
λλ22 =0.7143=0.7143--i 0.6999 i 0.6999 

((RotaRotaççãoão))

λλ11 =0.382=0.382
λλ2 =2.618 2 =2.618 

((ContracContracççãoão e e expansãoexpansão))

a b
c d

x
y

x
y











= 




λ

x
y

x
y






→ 









1 1
1 2



2525--0202--20072007

O valor O valor descritivodescritivo dos dos expoentesexpoentes de de 
LyapunovLyapunov

Os Os fenfenóómenosmenos de de sincronizasincronizaççãoão
A A criticalidadecriticalidade autoauto--organizadaorganizada (leis (leis semsem
escalaescala dinâmicadinâmica))
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SincronizaSincronizaççãoão e e nãonão ssóó
PiscarPiscar ssííncrononcrono dasdas ““moscasmoscas”” de de fogofogo, , ccéélulaslulas, , 
modasmodas, ......, ......
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SincronizaSincronizaççãoão e e nãonão ssóó

SincronizaSincronizaççãoão : Um : Um modelomodelo

ParâmetroParâmetro de de ordemordem

xi (t + 1) = xi (t) + ωi +
k

N − 1
N

j=1

fα (xj − xi)

p (ω) =
γ

π γ2 + (ω − ω0)
2

fα (xj − xi) = α (xj − xi) (mod1)

r (t) =
1

N

N

j=1

ei2πxj(t)
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Os Os espectroespectro de de LyapunovLyapunov controlacontrola a autoa auto--
organizaorganizaççãoão dinâmicadinâmica do do sistemasistema

NesteNeste casocaso
λλ1 1 = 0  e= 0  e
λλ i i = log(1= log(1--αλαλk(N/Nk(N/N--1))       (N1))       (N--1) 1) vezesvezes

NN--1 1 direcdirecççõesões de de contracontraççãoão parapara qualquerqualquer kk≠≠00

Do Do pontoponto de vista de vista dinâmicodinâmico éé practicamentepracticamente um um 
sistemasistema unidimensionalunidimensional !!

De facto De facto hháá umauma grandegrande correlacorrelaççãoão dasdas evoluevoluççõesões
dinâmicasdinâmicas dos dos agentesagentes parapara qualquerqualquer kk≠≠00
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CriticalidadeCriticalidade autoauto--organizadaorganizada (SOC) (SOC) ouou lei lei semsem
escalaescala dinâmicadinâmica

DefiniDefiniççãoão qualitativaqualitativa::
SOC = SOC = mecanismomecanismo de de acumulaacumulaççãoão lentalenta de de energiaenergia e e 
redistribuiredistribuiççãoão rráápidapida (avalanches) (avalanches) levandolevando o o sistemasistema parapara
um um estadoestado crcrííticotico, , emem queque a a distribuidistribuiççãoão (lei de (lei de 
probabilidadeprobabilidade) ) dasdas avalanches avalanches éé umauma lei de lei de potênciapotência. . IstoIsto
aconteceacontece semsem queque se se tenhatenha de de ajustarajustar nenhumnenhum parâmetroparâmetro do do 
modelomodelo..
Lei de Lei de potênciapotência →→ nãonão existênciaexistência dumaduma escalaescala caractercaracteríísticastica, , 
excitaexcitaççõesões de de todastodas as as intensidadesintensidades. . 
InexistênciaInexistência de de parâmetrosparâmetros ajustajustááveisveis ≠≠ dos dos pontospontos crcrííticosticos
dasdas transitransiççõesões de de fasefase
SerSeráá o o estadoestado crcrííticotico um um atractoratractor ? ? 
OcorrênciaOcorrência frequentefrequente ((geofgeofíísicasica, , cosmologiacosmologia
biologiabiologia evolutivaevolutiva,  ,  ecologiaecologia,  ,  economiaeconomia
sociologiasociologia,  ,  ffíísicasica do Sol,  do Sol,  urbanismourbanismo ……))



2525--0202--20072007

MaisMais um um exemploexemplo parapara alaléémm dos dos apresentadosapresentados nana liliççãoão 2. 2. 
UrbanismoUrbanismo

DistribuiDistribuiççãoão de de espaespaççosos abertosabertos emem ambienteambiente
urbanourbano (Carvalho e Penn, 2004)(Carvalho e Penn, 2004)

Tokyo Bangkok

Athens Las Vegas
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O O modelomodelo de de BakBak--SneppenSneppen
EvoluEvoluççãoão dasdas espespééciescies

DinâmicaDinâmica individual  (individual  (exemploexemplo))
x(t+1) = 2 x (mod. 1)   x(t+1) = 2 x (mod. 1)   parapara o o elementoelemento
crcrííticotico e e osos seusseus vizinhosvizinhos
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O O modelomodelo de de BakBak--SneppenSneppen

CCáálculolculo dos dos expoentesexpoentes
de de LyapunovLyapunov
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Soc e o Soc e o espectroespectro de de LyapunovLyapunov

-- DinâmicaDinâmica local local instinstáávelvel

-- DinâmicaDinâmica extremaextrema

Se, num Se, num modelomodelo de N de N agentesagentes : : 
-- A A dinâmicadinâmica individual dos individual dos agentesagentes tem tem expoentesexpoentes de de LyapunovLyapunov
positivospositivos ee
-- A A dinâmicadinâmica global global éé extremaextrema com com alcancealcance finfiníítoto
entãoentão, no , no limitelimite N N →→ ∞∞ , o , o espectroespectro de de LyapunovLyapunov converge converge parapara 00++

No No limitelimite T T →→ ∞∞ , , usadousado parapara calcularcalcular o o espectroespectro de de LyapunovLyapunov, , nana
aplicaaplicaççãoão tangentetangente cadacada blocobloco nãonão trivial trivial finitofinito (de (de tamanhotamanho 2r+1) 2r+1) 
existeexiste apenasapenas durantedurante um tempo um tempo dada ordemordem de (2r+1)T/Nde (2r+1)T/N
Com o Com o espectroespectro de de LyapunovLyapunov a a convergirconvergir parapara 00+  +  nãonão hháá quaisquerquaisquer
escalasescalas dinâmicasdinâmicas caractercaracteríísticassticas. . AssimAssim, no , no limitelimite N N →→ ∞∞ , o , o sistemasistema
tornatorna--se do se do tipotipo SOCSOC
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