A matematica como metafora

e Considerando a Matematica como uma Metafora, a
propria interpretagado do conhecimento matematico € um
acto altamente criativo.

Num certo sentido a Matematica € uma novela acerca da
Natureza e da Humanidade. E n&o se pode dizer
precisamente o que é que a Matematica nos ensina, do
mesmo modo que nao se pode dizer exactamente o que
a leitura de “Guerra e Paz” nos ensina.

O conhecimento é incorporado ele prdprio no acto de
repensar esse ensinamento.

(Y. l. Manin)
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A - Informacao e entropia

= |[nformacao = Medida do conhecimento que se
adquire com a ocorrencia de um acontecimento
guando previamente apenas Se conhecia a sua
probabilidade

Suponhamos NI acontecimentos indexados por:
Uma memoria binaria de comprimento A

N =22 A=logN /log2 b=logN (no. de bits)
Consideremos; 0S; acontecimentos agregades

em)| classes
NEXN- p=N/ N (prebabilidade daiclasse ij)

SEjal 1o; alinfiermacan) recebida quande nes
dizem|gue o acontecimentor pertence aiclasse! |




A - Informacao e entropia

Se a medida da informacao for independente do
modo como € adquirida

b, + log N.=log N b= —Ilog(N:/N)=—log p;
Portanto o valor medio da (falta) de informacao

associada aos acontecimentos
I(p) = X2 pilogp: = — | (incerteza = entropia)

S(p) =— X pilogp;  (Entropiaide Shannon)

A Informacan associadal alacontecimentos % 4
independentes € aditivar P, =p.g; "
I(P)='2p;ai/og(p;ax)=2pilogp;*2a,loga,=I(p)+(g)




A - Informacao e entropia

= Axiomas de Khinchin

= (1) 1(p)=1(p1,P2;---,PN)
= (2)I(1/N, 1/N, ..., 1/N) = |(p)

= (3) (p1,p2,...,pN) = |(p1,p2,...,pN,O)
= (4) Considere-se dois sistemas com

probabilidades {p;} € {q; ) mas que podem;estar
cosielacionades com prebabilidade conjunta P

I(P)i=1(p) + X p; I(qlr) Sendo
I(gINZ 2y a(kii) log g(kii)




A - Informacao e entropia

Os axiomas de Khinchin implicam tambem

(4) I(P)=I(p)+1(9)
para acontecimentos independentes

Porem, se em vez de (1)+(2)+(3)+(4) , tivermos
(1)*+(2)+(3)+(4") ha uma selucao mais geral
TPC 1:

\Vlestrar que

la(p) = (1/([5=1)) 1og > (9)" ,_
e solucao de (1)+(2)#(3)+(4") e que

ims= 4 e(p) = I(p)

Sp(P)= = I(p) = Entropia de Renyi




B - Uma viagem ao pais dos lancadores de
dados (com agradecimentos a E. T. Jaynes
e P. Collet)

Um matematico faz uma viagem ao pais dos lancadores de dados e
tendo ofendido a ideologia local ao escarnecer da frivolidade da
ocupacao favorita dos habitantes, € encerrado numa masmorra.

Entretanto, a porta da sua cela, os guardas prisionais entre_tém-se a
lancar dados e a sobre eles fazer as mais variadas estatisticas

Algumas semanas mais tarde e-lhe feito o seguinte desafio:
“Pois se a nossa ocupacao € tao frivela, resolve o seguinte problema:

- Lancamos nos ultimoes dias um mesmo dado 100000 vezes e a media
foi 4. Se descobrires quantas vezes saiu o 1, iras em liberdade.

- E qualle o erro admissivel? (pergunta o matematico)

- 1% € se errares; cortamos-te a cabeca, oh infiel”

O matematico pensou, fez algumas contas e deula resposta certa,
tendo sido posto em|liberdade e regressado aoi seul pais de origem.

A sua frustacao foi verificar que afinal no seu pais as ocupacoes dos
habitantes eram tao frivolas como as dos lancadores de dados

Pergunta: Como € que o matematico conseguiu escapar e qual a
probabilidade disseracontecer 7




B - Uma viagem ao pais dos lancadores de
dados

= Os unicos elementos de informagao sao: :
2 P =1 (a)
2 Kpy =4 (b)
= A melhor alternativa e incorporar toda a
Informacgao conhecida e minimizar a Informacao
sobre aquilorque nao se conhece, Isto e, fazer
Uimal prevIsan 0l MENOS, preconceltuosa possivel
(Principio da entropia maxima)
— Maximizar [F = X {— pi 10g pi *A1 P +A5 K Py}
olf/opy =—legip,— 1 + A A, k=10
P = EXpPIAs — 1A K}

Ay €N obtides arpartirdei(a) e ()




B - Uma viagem ao pais dos lancadores de
dados

D, = ef-2447+0,1746 k}

As medidas exponenciais de probabilidade
assim obtidas chamam-se medidas de Gibbs

Py=0,103065 (para um dado “honesto” seria
1/6= 0,166666...)

Portanto N,=10306 e umal bea resposta

Interpretacao e estimativa de erro) :

Em N lancamentos ha VW = NI/ (NGNS NG

sequencias com N, uns, N5 dois; ete.

Usandoe a formulaide Stirling

IogVW=N{—(INL/N)eg(IN-/IN) —...—(INz/IN)eg(INs/N)}
=IN{=P; 169p1—P,I0gp,=— - .~P509Pg}



B - Uma viagem ao pais dos lancadores de

dados
= Portanto o principio da entropia maxima

corresponde a procura das sequencias tipicas
Usando >, p,=1e X, kp, =4 tém-se

pg = =1+4 p1+3 p,+2 p3+p,

P5= 2=9/p1—4 P»—3 P32 Py

donde

olegWiop,= N{—Iogp1—1+5Iogp5+5—4logp6—4} =0
02logW/op,2=—N{1/p,+25/p-+16/ps}=—195,17N

INa Vizinhanea do maxinmo

logWipy)i=logW. 2 — 97,58 N (P1—Piax)?
PN ) =exp{-—9i7,56 NIH(NL/N=p, )<}
Erre de 1% comiN=400000— p(N-)=5,77.10°




B - Uma viagem ao pais dos lancadores de
dados

= TPC 2:
A meédia foi 4 e o dois saiu 13077 vezes em
100000 lancamentos.
Quantas vezes saiu o um: ?




C - Medidas de Gibbs (em geral)

= Considere-se um conjunto de possibilidades (ou
de sistemas) das quais apenas se conhece o
valor medio de certas guantidades (extensivas)

M@ =2, p M&); —  0=2;M®; dp,
1=2p —  0=2, op,

Principio de entropia maxima
I(P)= 2 p; logp; — 0= (1+logp;)op;
y
0= % (logp; =P+, M%) 0p,
— ;= exp{¥ — B, M@}
— S=—l(p)= =P+ LM




C - Medidas de Gibbs (em geral)

= S = Entropia =-—Y + p,M®
M@=variavel extensiva; p,=variavel intensiva
Y = Energia livre Y= _log Z
Z = Funcao de particao
T=2p — Z=2Xexp(-B,Ma;)

Exemplos :
(1) Conjunte canonico
M@= Energiaimedia
(2)  Grande conjunte canonico
M@ s = Energia, volume e nimero de
particulas (medies)




D — Teste de hipoteses. O teorema de Bayes

= \/amos testar duas hipoteses A e B com
probabilidades a-priori py(A) € py(B), sabendo-
Se gue o efeito x tem probabilidade p(x|A) de
ser provocado por A e a probabilidade p(x|B) de
Ser provocado por B.

Se se observar X, qual e a prebabilidade de que
tenha ocorrido a hipotese A 7

leorema de Bayes
PIAX)=P(AX)P)=POXIA)Po(A)
PO¥)I= PIXIA)P(A)H P(XIE)Pa(B)

« p(AX)=(P(XIA) Pa(A)) / (PIA)PH(AY* p(XIB)py(B))




D — Teste de hipoteses. O teorema de Bayes

Exemplo: Detecao de particulas p e

O detector de u's detecta p’'s (efeito x) com
eficiencia 95% e pode identificar
(erroneamente) um 11 como um [ em 2% dos
Casos

O feixe contem uma mistura de 90% 11 ‘s € 10%
p's

Qualla prebabilidade de que, quando; o detector
dispara,, tenha sido de facto registado um [ ?

POMIX)I=(0.95%0: 1)1/ (0:95x0.1+0.02x0.9)= 0.64

TPC 3 : Apligue o teorema de Bayes a um
exemplo ne seuldominio de actividade







2 — Lels de escala e leis sem escala

~ TPC 4:

+ Uma lebre vaira itgiidumrgaigeriinie
planicie. Chegal a beira de;tmearcolinare
tem duas escolhas:

1- Continuar ai correr na planicie ou

2- Correr colina acima

+ A lebre, que nao sabe matematica, fiaz a
ma escolha e e apanhada pelorgalgoe

+ Se soubesse matematica qual erala
escolha que faria ?




2 — Lels de escala e leis sem escala

* Como Valiaral distaicClaNiieXiiicna e
COrrdar (SemrpBeEpErR) aUmaraliiiiaiNGe
deserto 7 (=L)

Reservas de agua =I°
Evaporacao =12 — L /LP=L

+ Como varia a altra dorsaltoratim
animal em funcao) do) tamianaeZ{=It
Energia para um salto hf  =hiL2
Trabalho da forca muscular B =EL
F =L?%(resisténcia dos 0ssos)

hL® =L2xL — h ="




2 — Lels de escala e leis sem escala

+ Elermentos: parala FESollcE O ONIPE
-Sendo; 0 rendimenter desHmusellos
~25%, a potenciarutilfdesenvelvida
POr Uumi animal em’ Esliorcer dEPERGEE
da dissipacao de calor =i 2

-A resisténcia do ar € proporcional
a0 quadrado da velocidade e ararea
transversal =v2[2 — Poténcia =\V2IL?
-Para subir uma encosta a potencia
necessaria € =vL3




AlomEtiardeSHERLMENGSNNGI BEICHES

* Na Interpretacao de CaliSasiE el tesias
relacoes lineakes saormuitertsadas
Yo=ra =X 4D
+ Porem no mundo realla (regressap) linear
nao € em gerall adeguada

Y=339035+ 007 ¥ X;
B2 =767

20 40 a0 80
Adult female weight (kq)




AlomEtiardeSHERLMENGSNNGI BEICHES
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AlomEtiardeSHERLMENGSNNGI BEICHES

+ Alo (Outra)r- metria
Y =a*Xb
log Y = b = leog X+ leera
+ Peso do cerebro / pesor do; organisme

3
25 0
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Y=-1197 + 822 ¥ X R"2 = 884 sRlE 4



AlomEtiardeSHERLMENGSNNGI BEICHES
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AlomEtiardeSHERLMENGSNNGI BEICHES

+ A Uniformicdaderdatieirdes =2mes aRiinais
e plantas sUgere; Um! mecaniSmo fisico
Universall regende; teEeSs OSFSERES
viventes.

+ As estruturas biologicas: saoNimitaaes pEla
taxa a que os’ nutrientes hes podemrses
fornecidos. Portanto;:

+ (1)- E necessaria uma rede de
distribuicao que cubra todo 6 Voltime

+ (2)- Os capilares finais da rede tem
sensivelmente o mesmo diametre em
todos os seres (agregados de celulas de
tamanho semelhante)

+ (3)- A evolucao faz sobreviver organismes
com a maxima eficiencia energetica




Alometiiardos fenemeEnes PIeIeEICeS

+ B D MBb

+ Fluxo de nutrientes
B ONy 7T ry? Uy
(2) implica
MP [Ny = nN
n = taxa media de
ramificacao _
+ \olume total ai ser alimentade
V, = vVolume associado ao nivel k
N, v, ON, |,° independente de k;, N, =ik
implica |, ./l,. =y=1/nt/3




AlomEtiardeSHERLMENGSNNGI BEICHES

« (3) implicar preserVeacaordaranésa
Niiq Mg = N 7.2 M0/ e = BE =1/ RE=

~ M [VVolume total de fitide

M DZk:ON Tt I‘kz |k I"Ik =

Vi (B2y) ™ N(1-(BAym)™ )/ (1-Bayn) (=)
porque (2) implica vy Econstante
+«De M O(B2y)N=nV/3 e MbOpN

obtém-se
b=3/4




Zrejorzlolliefzlelel (free|tignielzl) ofe
fendmenos com escala

Ate agora tratamos) da’ relacan dast diVersas escalasidiim
sistema

Um problemal diferente’ e a distriblica6rdos aContECIMERtOS
associados a| Unia dadal escala
Exemplos :

Distribuicao das alturas humanas

Height {cm)




~relorzlolliefzlelel (free|tignielzl) ole
fendomenos com escala

+ A distribuicao das altlras €l aproximadameEnte
Gaussiana

p(x) =

+ A probabilidade de
grandes desvios em
relacao a média decresce
exponencialmente com
um factor de escala o




~relorzlolliefzlelel (free|tignielzl) ole

[enomenes comescala

+ Distribuicao dor nUmMENRoc de aContECIMERNEOS
(independentes) que ecorrem numa tnlczeErde
tempo dada a probabilidade media ="\

+ Exemplos:
- Quantas bacterias existem: por tndaderdepVoltumer.
- Quantas desintegracoes radioactivas numtintervalo
de tempo ?
_ Quantas particulas de poeirar existemrnunmrczdo
volume de ar ?

+ Distribuicao de Poisson

e )

p(x) =

[2]
5 045

ol ._._._.|I|_‘__ — ol ...._,_..||I|||__ _|_|_I||._._.
a 1a 20 » aa 41 a0 a ali] 20 " aa 4a 4]




~relorzlolliefzlelel (free|tignielzl) ole
fendomenos com escala

+ Distribuicao de Rayleigh
Ocorre; duando, por exemplo, UmPVECEER tEm
duas compoenentes ortogonais com densidaees
Gaussianas Independentes

+ Exemplos : distribuicao dai velecidade dorVenter;
altura das endas No 6CEano

| %)
p(x)=— xe ¥




~relorzlolliefzlelel (free|tignielzl) ole
fendomenos com escala

+« Distribuicao de Weibull

Permite descrever dados exXpermeERtals, Pk
exemplo em ciencias dalvida, pelorajuste dos
parametros.

Interpola entre al distribuicac nermal e a
exponencial

p(x) =




FendOmenos com escala e fenomenos
sem escala

Todas! estas! distribuicoes deSCreVEM ENBIMERLS
emM gue al ocorrencial de grandes desviesiemn
relacao a media decresce exponencialimenterde
acordo comi Uma certa escala caracterSticas

Havera fenomenos sem Uma escala caracteristicar?

Isto €, fenomenos em que a probabilidade de
ocorréncia de grandes desvios nao dECHESEE
exponencialmente.

Resposta : SIM e sao freguentes nal Natureza




,,

%
v
i
i

i
i

i
i

i

i

)

s

s

e

T

Soea e
. :

SR T
- e

olzlela ziLjie) —

|
==10/@

jerz)

GlUEnbErRg=RICHLES

(

Cr
o)z]
rae

e

2

/.

OlganIza
de (Mb) ~log E

agnitu

IS SEMI ESCa

M

Le

8 o -

+ Tremores de terra

+ Exemplos

ol
oo

®a/sayenbyieg)a



Lels sem escaladinamics)

+ [FOgos| na fileresta HIGIERNG GOSISERES

100,000

(a) USA Fish and Wildlife
10,000¢ 1N Service Lands
1,000 ¢ Xty 4284 fires, 1986-1995

1007

. 10}
dNCF

e}

01y Best-fit line

0.01¢ slope =-1.3
0.00114 log(-dN/dA) = -1.31"I0g(Ag) + 1.18; 12 = 0.955

:

Log fraction (size > 5)

0.0001 g
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1,00010,000
AF, km2

(b) Western United States
120 fire areas from tree rings
. 1155-1960 (800 years)

0.13

1100
Amplitude

1= 1013— —— Experimental data ]
—— Square lattice L=1000
—— Small workl p=0.01
1x1019— -  gamma=0.01 —

1108

=104

0.00001%

0.000001




Lels sem escaladinamics)

+ Modelos) experimentals: s
+ Blocos deslizantes com molas

+ Monte de arroz ou areia

CAPACITOR

T AMNMALYZE




Lels sem escaladinamics

+ Estatistica das avalanches

o
L
T
o
[t
=
-
-
-
=3
|h|
=
=
=
=
=
oL

+ Modelos matematicos :
Bak-Sneppen

MLMBEEIR GEF GIRAINS IN AYALANCHE

J:!)é N ﬁtHESSES iIl [0, ].] -‘_... r .‘I- - ‘- - - _ ‘-‘.. = 1
. III--- - -l"’ .-ll'- -' : . ...'-'.-
=" - - e T -
| R ARSI () 667
. L 4
., 1) update the minimal AND )
J 2) update the neigbours o

‘ At initial moment
< ="/ fitnesses are i.i.d. ~U([0,1] 2




LLels sem escala (dinamica)

No moedelordeblocoes ortamanho dumalavalanche e o numerorde blocos
gue se:movimenta de cadaiVez

INGIMONte de arioz oulareia e onumeroide graes

E no de Bak-SneppEen! 6 tempoide retonnoia Umal configuracac em que
1003s! as espPECies tem robLstez acima de; 0,661

EEm| todos| 0s;cases: a distrbuicac: e umal lellde potencia;, semiescala
caracteristica. Significa, em: particular, que grandes; avalanches seo

ProVavers;

Doisiingredientes dinamicos Sao) calacteristicos de (odos estes|casos;:
- Dinamicalindividuallinstavel

- Dinamica extrema, Isto € so 0S elementos que atingemi um Certo
estado de tensaoie gue muadamide estado.

EStEs|00]S Ingliedientes dinamicos Sae. a chnave da nae existencia
(expontanea) duma escalaicarnacteristica (aisen aiscutide na licae 4. Ver:
COMpPoRtamento dos expoentes derlLyapunoy)




LLels sem escala (geometnia)

+ Qual e o comprimento duma costa ou duma fronteira ?
+ Resposta : depende dal regua gue se Usa para medir

=
E
=
S—
3
o
[+]
-l

LE]

Log a(km)

Medicao com mapas de escalas diferentes
+ \/olume (comprimento) duim objecto medido pelo

A\ [/

numero de caixas (reguas) de lado “a” necessarias para
O CODKIN Portanto o volume medido

C — dr — (dr—dp)
N = V=a""N =Ca

a‘r logV =logC +(d, —d,)loga




Lels sem escalaN@EGIENTEN

+ Nor caso) da medicaerdumarcostar olidlimeariontella
entre dois paises, dr=15 Portanto
logL =logC+(—-d,)loga
+ Obteém-se| valores deHl 2 =1 Sipalicl cSPeO5tas
+ Mandelbrot observar due comparandoros Valeresiee

comprimento’ da frontelra entre PertlgalrErESpanngy
indicado em enciclopedias dos dois palses, e tina

diferenca, sendo o valor indicadorna enciclopedia
portuguesa 1,23 maior. Espanha sendo: maior, €
natural que os mapas usados palia a medicaorda
fronteira tenham sido de umal escalal Mmalor:

+ Os fractais estao presentes em muitos fienomenos
naturais : - Padroes geologicos e geograficos
- Reacgoes quimicas e biologicas
- Fenomenos de percolacao, etc.




Lels sem escalaN@EGIENTEN

+ Duas constrlGOES matEmeaticas de OijECIOS TiraClalSh:
+ A curva de Koech O conjuntorternanord ENCaNtors

NIy UR/IR] 1N {FI Y
(SR E! I 1 I il i n
o = E W E u H Eu

Determine as dimensoes fractais da curva de Kochi e
do conjunto ternario de Cantor
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5 — Grupoes e simetrias

Um grupo € umal das entidades matematicas mais
Raturals

- Produto (aeh) = Compoesicao del transiormacoes
- [dentidade; (Tea=a) = INao) transformar
- [nverso (aifea=1) = Desfazer a transformacan

Exemplos :
# [ ranslagees No ESPaGo € NO tEMPO
# Rotacoes
# Transformacoes de referencial




Grupoes Finitos

Exemplo: Grupoeside simetria das figuras finitas no: plano
C, = Nisimetriaside rotacao

Dy = Nisimetiias de;rotacao e\ simetriasde
reflexao

Grlpo de simetria do quadrado :
Oitor elementos

(Geradores : m = rotacao de 90° e f =i reflexao)




Grupoes Finitos

Grupo de simetria do guadrado :
Tabela de multiplicacao




Grupoes Finitos

Grupo de simetria do guadrado :
Diagrama de Cayiley
—— Rotacao ; * - REflexan




As relacoes de parentesco dos Warlpiri
Os Warlpiri




As relacoes de parentesco dos Warlpiri

- As relacoes de parentesco estabelecem na nossa sociedade
um certo nimero de obrigacoes legais e tacitas.
Comparadas com as de outres povos, asinossas elaGoes
de, parentesco sao; relativamente simples

- Nos Warlpiri existem) oito Seccoes e cadal individuoe: pertence
al UMa SO SECCa0. AS edras de casamento, 0brigacoes e
ftuaisidependem rigidamente dal Seccao a que cada

iIndividuoe pertence




As relacoes de parentesco dos Warlpiri

Desenhemos asi 8 seccoes dos Warlpiri
doutro modo OU como partes dumiduadradoe

Casamentos sao refleEXoes  ela seccao a que cadal recem-nascido
val pertencer € obtida por rotacao.

Portanto as relacoes de parentesco dos Warlpiri sao o grupo: D4




As relacoes de parentesco dos Warlpiri

- Em Vanuatul es Malekula utilizam: D3;, 61 grupo. de
simetrialdo; trangulo

= NURM Case’ e neuUtro as
ielacoes de parentesco
mostram: timal psicologdia

Sociallgue liga passado

e presente dum modo

ciclico. Bastante diferente
@da NosSal UE; e baseia

numa estrutura de arvore

(numeracao ultrametrica)




As relacoes de parentesco dos Warlpiri

TPC 6

Quais sae) oS geradores do grupo de simetriasi do
trangulo(D3)?

Quantoes elementos tem?
Constrla ordiagrama derCayley para 0 grlupe de

simetrial doi triangulo (ister € o) diagiama das
ielacoes de parentesco dos Malekula)




Grupos e a estrutura das leis fisicas
A — Invariancias e quantidades conservadas

A invariancial para transformagoes esta associadal a
existencial de quantidades conservadas

(Nota: no sentido) /aboratoral, lvariancia erere-5e) a. uia
SItUECE0. el GUESE) dd. &, [MEsiia. tialiSiOTIaca0. a0, Sisteria
a Imedlr- e aos; aparelfios de meadlaa)

1) Invariancia paral translacoes no tempo
— Conservacao dalenergia

2) Invariancia para translacoes no espaco
— Conservacao do momento linear (quantidade; de
movimento)r = (mv)

3)l Invariancia para rotaGoes
— Conservacao do momento angular  x [X] miv
IX] = produto externo de vectores




Grupos e a estrutura das leis fisicas
A — Invariancias e quantidades conservadas

Exemplo: Corpos com! forcas de interaccao potencial
m; d>x;/dt> = 3, F., (X, %,t) = - X, oU(x,Xx,,t)/9x;

- Invarianciapara translacoes noi tempo
Lt + B 7 F 06X, 6) = F 06X, tHB) — Fy = Fi(x,%)

- Invariancial paral translacoes, Noe espaco
X— X+ a; F06x) = Fxtax+a) — F= F(x-x)

- Invariancial paral rotacoes
m; d2Rx;/dt* = >, Fy(Rx-Rx,)
— F (RX-Rx.) = RE (%) — U=U([Xx=Xq )




A — Invariancias e quantidades conservadas

Quantidades conservadas :

- Energia (transl. tempo)
Y. (dx/dt) (m. d2x:/dt> + dUjox.) = 0
d/dt {1/2 X% m. (dx/dt)? + U= 0

- Moemento linear (transl. espago) P = X: m; dx:/dt
d/dt P = Zi mi dZXi/dtZ = - Ziik aU(Xl'Xk)/axl = O

- Momentorangular (rotacoes) M= X x: [X] (m.dx;/dt)
d/dt M = X dx;/dt [X] (m. dx;/dt) + X x: [X] d2x/dt?
= 24 LA 2y Py = 0
X [XTF By X [XTF R = 06 =% [XT Ry = 0
porque F, € paraleloa (x: - x)




B'— As transformacoes do espaco-tempo

As|invariancias' para translacoes noiespaco, noitempo e
lOtaGOES SA0! Uil dado. expermental. A existencial de
guantidades conservadas € uma consequencia

matematica.

Oultro, dado experimental: equivalencial de referenciais de
Inércial (nada se sente num elevador enm mevimento

URIforme)
Invariancia para tianslacoes (homogeneidade)+ rotacoes
(isotiopia) + equivalenciarde referenciais de Inercia
Consequencla matemiatica)

— existencia duma velocidade invariante (a mesmaiem
todos 0S referencials INercials)




B'— As transformacoes do espaco-tempo

Corsequencia. matematica .

— existencia dumai velocidade  invariante (a mesmalem
tOd0S 05 relerencials INercials)

£ POr 1SS0 :

Se c = o0 — Mecanica Classica (t'=t ; x
Se| ¢ for finito — Mecanica Relativista

— A relatividade e as suas consequencias “paradoxais” sao
UMa conseguenciar matematica de principios simples e
facilmente compreensivels




B'— As transformacoes do espaco-tempo

- Referenciais S e S' e coordenadas € e &
& =(t,x1,x2,x3) e & =(t,x}' x? x3)
- Jiransformacan; de; coordenadas &'=f(€)
- Homogeneidade: translacao a em S e a’ em; S’
(E+a)=H(c)Farimplica filinear

oa (aoo
d

s

\ 430




B'— As transformacoes do espaco-tempo

- Consideremos transformacoes de velocidade com
0S eIXos coincidentes nortempo t=0

Para t=0/ pontes nos eixos 1,2, 3 deverao
PErManecer nes exes 1,2, 35"

(t'\ (aoo Aoy Aoy aos\
i gt il

a 0 a, 0
kam 0 0 a33)




B'— As transformacoes do espaco-tempo

- Consideremos a difierenca de coerdenadas de 2
acontecimentos;, SEnde Estes as coordenadas de
Uma particularem repouser em relacaoial S’

(At Ao 15, Gy |-
0 a, 0 0 |vAt
0 0 a, 0| O
0 0 0 a; N\ O

— dy= a3 =0 € aj5=-Vay
- Se a| particula estiver' em repouso emi S devera ter
velocidade —v em relacao a S’

—)AX]":'VAt’—) a10='va00—) a11=a00




B'— As transformacoes do espaco-tempo

- ISotrepial exige ay; = agz POrque nada permite
distinguir asi direccoes 2 e 3. Por outro:lado

t, = aoot -r 301 Xl - a02 (XZ - X3)
— apy = dgs = 0F porgue t” nao devera depender
dumal rotacao em tormo do eixor 1.

Resumindo : Uma transformacao de velocidade na
direccao 1 deve, ter a forma

£'= @y, (V) + g (vV)x'

X' = =vag, (V) + ag (v)x'

x% = a5, (V)xz

x> = a,, (v)x3




B'— As transformacoes do espaco-tempo
- Aplicando; agora al equivalencial de referenciais

(3G (P )%

w0 B (PR A v

gy ot (—v)x2'

o 0 v)x

Por outre; [ado invertendo) E=F(€)

L 1 I+ =it 5,407) ol

ag (v) tvay (v) d o9 (V)[aoo (v) +va, (V)]

1 .
X = v £t .

ag (v) tva, (v) ag (V) tva, (v)
| .1
ay (V)

1 3!
X

ay (V)




B'— As transformacoes do espaco-tempo

- [gualandoer 0s coeficientes
1

ag (v) +va, (v)

afys e — V)5 =

e USando; Isotropia

( 194 )
4 ay(V)  —(—=a,) 0 0
; vV Qy,

—Vay,(v) (V) 00
0 0 1 O

() 0 01,




B'— As transformacoes do espaco-tempo

- Considerando transformacoes S—S"— S”

1% 1 a1 aoo("’)
V) —a.(V —a,(V
Ay (Vdy(V) vaoo( { o ~ay(v )j [ ) ay )] (

S aoo(v)j

=V (Wdeo(V) VG (Ve (V) (V) _aoo( { o) —Gy(V )j

Paral ter a mesma forma (equivalencia de
eferenciais)

L'aoo(v')( 1 _aoo(V)jzl.aoo(V)( 1 ] _aoo(v')j

i gy (V) v Aoy (V')




B'— As transformacoes do espaco-tempo
- Donde

| | | | |
_2[1_ 2 ]: .2[1_ 2 ,j:K:_z
¢ ay (V) V g (V') &

Istol €, existe umal constante universallcom' as
dimensoees do guadrado duma velocidade

Transformacoes de Lorent




B'— As transformacoes do espaco-tempo
- Consequencias
1) Caso c=09, transf. de Galilet, mecanica classica

2) SE c+00 (Casel gENENCo), temponao € absoluto
3)I Contracao dos comprimentos, dilatagae do tempo
4) ConsequUENncias; pouco: obvias de principios; simples

com fundamentor experimental.
5)1 Verificacoes experimentais :
- Muoes
- Relogios viajandor a volta da terra
- etc.




B'— As transformacoes do espaco-tempo

TPC 7 O “paradoxo dos gemeos’

Pedro el Paulorsaoigemeos com 21 anos, nascidos no
ane 5021,

1) Pedrorembarca numa Nave e Viaja durante sete
anos a velocidade uniforme dejv=(24/25)c. Ao fim
desses anosi InVerte o sentido € regressa a Terra
NOS Sete anosiseguintes:

Que idade tem Pedro e Paulo guando; se encontram 2

2)Como: se explical gue; U raciocinio SImetricornao
estidl COrreCto) ?
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4 — Caos e dependéncia sensivel

m chaos\2 Double Pendulum C.mp4

m Como vimos no filme, em certas circunstancias o
pendulo duplo tem um movimento regular e
noutras tem uma dinamica bastante complexa e
practicamente imprevisivel.

m A irregularidade do seu movimento é bastante
evidente se registarmos a evolugao dos angulos
(ver figura no slide seguinte)

m Regularidade previsivel e irregularidade
imprevisivel. Porqué ?




4 — Caos e dependéncia sensivel

my/my =189

1/l =049




Os pontos fixos organizam o movimento

Angulo 2
i -T\ A
180 "+ e s —
W Wl
W \lf ?

L
0 180 Angulo 1



A origem do comportamento complexo




A origem do comportamento complexo

m E a rapida divergéncia das trajectorias, que amplifica
0S pequenos erros da condicao inicial, e torna o
movimento (mesmo que teoricamente determinista)
practicamente imprevisivel para alem de um periodo
de tempo muito curto.

Se 0 modelo teodrico for incompleto, a situacao € ainda
pior (os valores das variaveis desconhecidas actuam
como erros). E o caso dos modelos do clima.

No estudo do caos determinista ha dois marcos
historicos importantes :

- O trabalho de Poincaré no problema de trés corpos.
- O modelo de Lorenz da teoria do clima.

25-02-2007




A origem do comportamento complexo

O modelo de Lorenz
dx/dt = s (y — x)
dy/dt =rx—-y—xz
dz/dt=-bz+xy

Exemplo :

s =10

r= 28

b =8/3

O efeito borboleta

ver animacgao :
www.exploratorium.edu/complexity/java/lorenz.html

temp\Lorenz Butterfly.htm
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Descricao quantitativa do comportamento
complexo. Os expoentes de Lyapunov

nN—~00

m Os expoentes de Lya
media de expansao d

1 .
i log || Def" (x)ul| = &

ounov definem a taxa
as trajectorias

m [lustracao do efeito ¢

0S expoentes de Lyapunov.

Expansao das trajectorias = Perda de
informacgao sobre o estado inicial

m O vaso de flores e as
hiperbolicas

25-02-2007

transformacoes elipticas e







Transformacao com uma matriz eliptica

\

(x ) )

Y/

2

7
4
7

J



















Transformacao com uma matriz hiperbolica

X

Y
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Os valores proprios das matrizes

m Valores proprios de matrizes Y X
) (c d)(yj :A(yj

qu 77
y J Al =0.7143+i 0.6999

> 4
\7 7
(Rotacao)

MR T W Y

A2 =2.618

/ A2 =0.7143-1 0.6999

(Contraccao e expansao)
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O valor descritivo dos expoentes de
Lyapunov

m Os fenomenos de sincronizagao

m A criticalidade auto-organizada (leis sem
escala dinamica)
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Sincronizacao e nao so

m Piscar sincrono das “moscas” de fogo, células,




Sincronizacao e nao SO

m Sincronizacao : Um modelo

zi(t+1) =2; (¢) +w; + _1Zf04

pw) = .

7 [’yz + (w — wo)ﬂ
fo(@j — i) = a(x; — x;) (mod]1)

m Parametro de ordem

1 N
iQWQZj(t)
N2
j=1
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m Os espectro de Lyapunov controla a auto-
organizacao dinamica do sistema

B Neste)\casoO
A= 0g(1-aAK(N/N-1))  (N-1) vezes

N-1 direccoes de contracao para qualquer kz0

Do ponto de vista dinamico € practicamente um
sistema unidimensional !

m De facto ha uma grande correlacao das evolugoes
dinamicas dos agentes para qualquer k#0

25-02-2007




Syncret  (k=0.1)
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Criticalidade auto-organizada (SOC) ou lei sem

escala dinamica

Definicao qualitativa:

SOC = mecanismo de acumulacao lenta de energia e
redistribuicao rapida (avalanches) levando o sistema para
um estado critico, em gue a distribuicao (lei de
probabilidade) das avalanches € uma lei de poténcia. Isto
acontece sem que se tenha de ajustar nenhum parametro do
modelo.

Lei de poténcia — nao existéncia duma escala caracteristica,
excitacoes de todas as intensidades.

Inexisténcia de parametros ajustaveis # dos pontos criticos
das transicoes de fase PHASE DIAGRAM

Sera o estado critico um atractor ?

Ocorréncia frequente (geofisica, cosmologia
biologia evolutiva, ecologia, economia
sociologia, fisica do Sol, urbanismo ...)

25-02-2007 PRESSURE —»
FIG

3 (CRITICAL POINT)

REGION 1 (GAS)

TEMPERATURE —»




Mais um exemplo para além dos apresentados na licao 2.
Urbanismo

m Distribuicao de espacos abertos em ambiente
urbano (Carvalho e Penn,

Bangkok
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O modelo de Bak-Sneppen

B FVolucao das especies

J:!}f!-" N fitnesses in[0,1] N 1
l*.. - .'i :‘ o :v.‘l,.
____!___E_J_!______'I'.!__'._.
Rules: : .
& 1) update the minimal AND .
] 2) update the neigbours 5
At initial moment ;
et = fitnesses are i.i.d. ~U([0,1])

m Dinamica individual (exemplo)
X(t+1) =2 x (mod. 1) para o elemento

critico e os seus Vizinhos
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O modelo de Bak-Sneppen

m Calculo dos expoentes
de Lyapunov
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Soc e o0 espectro de Lyapunov

- Dinamica local instavel
- Dinamica extrema

Se, num modelo de N agentes

- A dinédmica individual dos agentes tem expoentes de Lyapunov
positivos e

- A dinédmica global € extrema com alcance finito

entao, no limite N — « , o espectro de Lyapunov converge para 0*

No limite T — = , usado para calcular o espectro de Lyapunov, na
aplicacao tangente cada bloco nao trivial finito (de tamanho 2r+1)
existe apenas durante um tempo da ordem de (2r+1)T/N

Com o espectro de Lyapunov a convergir para 0* nao ha quaisquer
escalas dinamicas caracteristicas. Assim, no limite N — « , o sistema
torna-se do tipo SOC
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