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Movimento Browniano

@ O movimento Browniano
é o processo estocastico
mais simples entre os
"processos de difusdo".

@ No século XIX um
boténico chamado Brown
observou ao microscépio
grios de polen em dgua.
Verificou que se moviam
aleatériamente como se
fossem seres vivos. O
mesmo acontecia com
graos de poeira.

@ O movimento resulta das
colisBes das moléculas de

0

dgua e do facto que, dadas as
pequenas dimensdes do
objecto, ndo hd compensacio
perfeita do efeito das diversas
colisGes.
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Movimento Browniano: Descricio matematica

e B(t):B(0) =0. O incremento entre t; >0 e tp > t1,
B = B(t,) — B(t1), € a soma dum grande nimero de varidvies i.i.d.
de média zero. E natural supor que o niimero de colisdes é
proporcional a t, — t;. Pelo teorema do limite central isto implica que
B é Gaussiano com varidncia proporcional a t, — t;.
Normaliza-se de modo a que a varidncia seja exactamente t, — tj.
Setz >thebB= B(t3) — B(tz), B, = B(tg) — B(tl), entdo By e
B; sdo independentes com varidncias t3 — tp e tp — t7.
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e B(t):B(0) =0. O incremento entre t; > 0 e tp > t,
B = B(t,) — B(t1), € a soma dum grande nimero de varidvies i.i.d.
de média zero. E natural supor que o niimero de colisdes é
proporcional a t, — t;. Pelo teorema do limite central isto implica que
B é Gaussiano com varidncia proporcional a t, — t;.
Normaliza-se de modo a que a varidncia seja exactamente t, — tj.
Setz >thebB= B(t3) — B(tz), B, = B(tg) — B(tl), entdo By e
B; sdo independentes com varidncias t3 — tp e tp — t7.

o Medida de Wiener:
As trajectérias do movimento Browniano existem em Co([0, T, R) =
espaco das funcdes continuas B(t), para 0 < t < T. ( significa
B(0) = 0. A algebra—c é a algebra de Borel (gerada pelos conjuntos
abertos: max ‘x (t) — x (t)’ <e).
Nem todas as trajectérias em Co([0, T], R) sdo trajectérias do
movimento Browniano. O movimento Browniano corresponde a uma
medida em ([0, T], R), medida de Wiener.
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Probabilidade de transicdo

e G(y, x,s) = Densidade de probabilidade de estar em x no tempo
t + s sabendo que no tempo t se estava em y. O incremento
B(t+s) — B(t) é Gaussiano com variancia s

G(y,x, S) — 217Tse(x_y)2/2s _

1
V2rms

O coeficiente é obtido por normalizagdo (fooo G(y x,s)dx=1)
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Probabilidade de transicdo

e G(y, x,s) = Densidade de probabilidade de estar em x no tempo
t + s sabendo que no tempo t se estava em y. O incremento
B(t+s) — B(t) é Gaussiano com variancia s

G(y,x, S) — 217Tse(x_y)2/25 _

O coeficiente \/2175 é obtido por normalizacdo (fooo G(y,x,s)dx = 1)

e Funcionais: A um elemento de Q) = Gy([0, T], R) vamos chamar B.
A uma fungdo dos elementos de ) (uma fungdo em )) chama-se um
funcional do movimento Browniano. Exemplos de funcionais:
Integrais: F1(B) = [,/ V(B(t))dt,

Pontos extremos: Fy(B) = max;<7 B(t),
Tempos de paragem: F3(B) = min(t | B; = a).
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Probabilidade de transicdo

e G(y, x,s) = Densidade de probabilidade de estar em x no tempo
t + s sabendo que no tempo t se estava em y. O incremento
B(t+s) — B(t) é Gaussiano com variancia s

1
Gy, x,s) = 72ﬂ5e(x_y)2/25 .

O coeficiente \/2175 é obtido por normalizacdo (fooo G(y,x,s)dx = 1)

e Funcionais: A um elemento de Q) = Gy([0, T], R) vamos chamar B.
A uma fungdo dos elementos de ) (uma fungdo em )) chama-se um
funcional do movimento Browniano. Exemplos de funcionais:
Integrais: F1(B) = [,/ V(B(t))dt,

Pontos extremos: Fy(B) = max;<7 B(t),
Tempos de paragem: F3(B) = min(t | B; = a).

@ A andlise estocastica é o conjunto de técnicas que permite estudar
os funcionais dos processos Brownianos (e de outros processos).
Permite também relacionar os funcionais dos processos estocdsticos

com solucdes de equacdes diferenciais.
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Propriedade Markoviana

o F; = algebra— o gerada pela trajectéria até ao tempo t. E a menor
algebra—c tal que todas as varaidveis aleatérias B(s) para s < t sdo
mensuraveis.

G: = algebra—c gerada pelo presente. G; é gerada por B(t). A
menor algebra—c para a qual B(t) é mensuravel.

H: = algebra—c que s6 depende dos valores futuros de B(s) para
s> t.
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o F; = algebra— o gerada pela trajectéria até ao tempo t. E a menor
algebra—c tal que todas as varaidveis aleatérias B(s) para s < t sdo
mensuraveis.

G: = algebra—c gerada pelo presente. G; é gerada por B(t). A
menor algebra—c para a qual B(t) é mensuravel.

H: = algebra—c que s6 depende dos valores futuros de B(s) para
s> t.

@ Um processo B diz-se ter a propriedade de Markov se para um

funcional F(B)

E[F | 7] = E[F | Gi]
Por ter incrementos independentes 0 movimento Browniano é um
processo de Markov.
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Propriedade Markoviana

o F; = algebra— o gerada pela trajectéria até ao tempo t. E a menor
algebra—c tal que todas as varaidveis aleatérias B(s) para s < t sdo
mensuraveis.

G: = algebra—c gerada pelo presente. G; é gerada por B(t). A
menor algebra—c para a qual B(t) é mensuravel.

H: = algebra—c que s6 depende dos valores futuros de B(s) para
s> t.

@ Um processo B diz-se ter a propriedade de Markov se para um

funcional F(B)

E[F | 7] = E[F | Gi]
Por ter incrementos independentes 0 movimento Browniano é um
processo de Markov.

o Probabilidade duma trajectoéria:
tHh=0<t <---<t, <T,
t=(t1,....t)

X = (B(t1),...,B(ty))
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Probabilidade das trajectérias. Medida de Wiener

° U(”)(SE,?) = densidade de probabilidade da observacdo conjunta dos
n valores B = (B(t1), ..., B(t,))

n—1

U(n)()_f,?) = H G(Xk,XkJr]_, tk+1 — tk>
k=0

1 n—1 1 _1 n—1 _ 2
_ - H exp (Xk+1 Xk) _
(27)n/2 26 /terr — ti
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Probabilidade das trajectérias. Medida de Wiener

° U(”)(SE,?) = densidade de probabilidade da observacdo conjunta dos
n valores B = (B(t1), ..., B(tn))

n—1

U(n)()?,?) = H G(Xk,XkJr]_, tk+1 — tk>
k=0

— (X1 —x)?
"/2 H R tk+1 B © < ;0 th+1 — tk > '
@ Este densidade de probabilidade define a medida de Wiener. Seja A

o evento correspondente a passagem nas janelas /1, k- - - I, nos
tempos t1, tp - - - t,. Entdo a probabilidade do evento A é:

P(A):/ / U™ (xq, .. xo By - - - dxy
x1€h Xxn€lp
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Média e covaridncia do movimento Browniano

o B(t) = B, — By
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Média e covaridncia do movimento Browniano

e Cdlculo de E[B(t)B(s)]. Se for s > t escreve-se B(s) = B(t) + AB
sendo AB independente de B(t)
E[B(t)B(s)] = E[B(t)(B(t) + AB)]
— EB(1)B(1)]

~

Se s < t obtém-se E[B;Bs| = s. Portanto

E[B () B (s)] = min(t, s)
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Imagem de trajectdrias tipicas
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Ruido branco e movimento Browniano

O ruido branco (W;) é um processo Gaussiano centrado, com W,
independente de W,, se t; # t.

E[W,] =0
E[W,W,] =6 (t—s)
Sety < t; <ty entdo Y] = ftf)l Wedte Y, = ftiz W,dT s3o

independentes. Isto é os incrementos deste integral sdo independentes e
tém média zero. Calculemos a covaridncia

t s t s
E [/ WTdT,/ WT/dT/:| :/ / §(t—1') drdt = min(t,s)
0 0 0 Jo

Portanto o integral do ruido branco é um movimento Browniano

B(t):/OtWTdT

ou o ruido branco é uma "derivada" generalizada do movimento
Browniano.
W; n3o é uma funcdo; toma valores no espaco das distribuicdes.
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As trajectorias do processo Browniano n3o sdo

diferenciaveis

@ O valor médio do quadrado de AB (a variancia de AB) é proporcional
a At.

E[|AB] ~ VAt

E[|AB
Donde HAt I

&l
:
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As trajectorias do processo Browniano n3o sdo

diferenciaveis

@ O valor médio do quadrado de AB (a variancia de AB) é proporcional

a At.
E[|AB]|] «~ VAt
HABI] o L
Donde vv
0 processo Browniano tem variacao total infinita
n—1

TV(B) = sup Z |B(ti1) — B(t)]

Dividindo o intervalo em E intervalos obtém-se a estimativa v A
que diverge quando At — 0. A trajectdéria tem comprimento |nf|n|to

0 March 2010 12 /35



As trajectorias do processo Browniano n3o sdo

diferenciaveis

@ O valor médio do quadrado de AB (a variancia de AB) é proporcional

a At.
E[|AB]|] «~ VAt
HABI] o L
Donde vv
0 processo Browniano tem variacao total infinita

TV(B) = sup ¥ [B(tiss) — B(80)] .
k=0

Dividindo o intervalo em & intervalos obtém-se a estimativa \/AtAlt
que diverge quando At — 0. A trajectéria tem comprimento infinito.
@ A variacao quadratica é finita:
) . - 2
Q(B) = limar—o Qn(B) = limar—o 7—5 (B(ter1 — B(tx))
QB(T))=T (com probabilidade um)
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Martingales

Um processo estocdstico € uma martingale se E[Fs | F;] = F; for s > t.
O movimento Browniano é uma martingale.

F (t) = B — t também.

Assim como F3 (t) = B3 —3 [, B (s) ds.
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Movimento Browniano e a equacdo do calor

A densidade de probabilidade do movimento Browniano
1

\ 27t

para transi¢cOes a partir da coordenada zero no tempo t, satisfaz

ex2/2t )

u(x,t) =G(0,x,t) =

1

G é solugdo da equagdo do calor com valor § (x) para t = 0. Quer isto
dizer que a solucio da equacio do calor d;u = %aiu com condicdo inicial
u (y) é

(o]

u(x, t)=/yoo Gy, x, t)Uo(y)dyz/ G(0,x—y, t)uo(y)dy .

——00 y=—00

Isto é, a densidade de probabilidade do movimento Browniano é a fungdo

de Green da equacdo do calor. Esta solucad pode também escrever-se
u(x,t) = Ex [0 (Xe)]

Esta é a solucdo do problema com condicdes iniciais wug:
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Movimento Browniano e a equacdo do calor

Esperanca condicional e a equacdo inversa:

[ee]

F(x. t) = E[V(X7) | X = x] :/ Glx,y, T — t)V(y)dy .

donde, .
9:f + 5aif =0.
Notar que o sinal de d; é o oposto do da equagdo do calor (Equagao
inversa)
O problema do valor final:

Sabido f(x, T) = V/(x) pretende-se obter f(-, t) for t < T. E um
problema bem posto resolvido pela equacdo inversa.
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@ Dois tipos de integrais:
1 - Integral no tempo: integral de Riemann de fun¢do continua
aleatdria.
2 - Integral em relagdo ao movimento Browniano. Ito e Stratonovich.
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@ Dois tipos de integrais:
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aleatdria.
2 - Integral em relagdo ao movimento Browniano. Ito e Stratonovich.

@ Primeiro tipo Y = fOT B(t)dt
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@ Dois tipos de integrais:

1 - Integral no tempo: integral de Riemann de fun¢do continua
aleatdria.

2 - Integral em relagdo ao movimento Browniano. Ito e Stratonovich.
@ Primeiro tipo Y = fOT B(t)dt
@ Y é Gaussiano, sendo uma soma de varidveis Gaussianas,

Y =limaro Yo = At Y028 B(tk)
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@ Dois tipos de integrais:
1 - Integral no tempo: integral de Riemann de fun¢do continua
aleatdria.
- Integral em relagdo ao movimento Browniano. Ito e Stratonovich.
@ Primeiro tipo Y = fOT B(t)dt
@ Y é Gaussiano, sendo uma soma de varidveis Gaussianas,
Y =limaro Yo = At Y028 B(tk)

o Média e variancia de Y : E[Y,] =0
EY?] = E[Ya-Ya=E [(Atnzl B(tk)> : (AtE B(tj)>]
= Atz_Zk:E[B(tOB(tj)] 520 h
Quando At — 0, = ([, [l E[B:Bi]dsdt =

= fsto f;o min(s, t)dsdt = %T3
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Aplicacao: Verificar que

F(t):B(t)3—3/otB s)ds

é uma martingale. Escolhe-se t, > t; e, para t > tj, escreve-se
B(t) = B(t1) + AB(t). Ent3o
E [f t)ds | ]—"tl] —E [( LB(t)dt + [ B(t) dt) |ft1}
:E[ ()dtml} +E[tl (B(tr) +AB(1)) dt | 7y
= [, B(t)dt + (to — t1)B(t1)

Usou-se B(t) € Ft, quando t < t1, By, € Fy,, e E[AB(t) | Fy] =0
quando t > tj,
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Para B(t)3,

E

—

(B(t) +8B(12))° | Fu|

E [B(t1)* +3B(t1)°AB(t) +3B(t1)AB(t2)* + AB(t2)* | Fy, ]
B(t)® +3B(t1)?- 04 3B(t1)E[AB(t)? | Fy,] +0

B(t1)3 + 3(t2 — tl)B(tl) .

Portanto
E[F (&) | Fun]=F(t1)
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Integrais e equagdes inversas

Total acumulado ao longo duma trajectéria Browniana
T
F(x,t) = Exs U V(B(s))ds} .
t
A equagdo que f (x, t) satisfaz é
1
O f + Ea§f+ V(x,t) =0,
com condi¢des finais f(x, T) = 0. Prova:
T t+At T
/ V(B(s))ds = / V(B(s))ds+/ V(B(s))ds,
t t t+At
t+At T
F(x,t) = Ex s [/ V(B(s))ds | ]—"t} tE.. [/ V(B(s))ds | F;
t t

+At
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Integrais e equagdes inversas

O primeiro termo é V(x)At + o(At). Para o segundo

+At

Ext [/tT V(B(s))ds | J—"HM- = F(Biiat) = f(B(t+ At), t + At) .

Escrevendo B(t + At) = B(t) +

AB, e usando F; C Fiine

E [/T V(B(s))ds | Fi| = E[f(Bi+ AB.t+At) | Fi |
t+At |

f(x+AB, t+At) = f(x, t) + Atd:f(x, t) + ABIf(x, t) + %ABzaif(x, t)

Ect[f(x+ AB, t+ At] = f(x, t) + Atd:f(x, t) + %Ataif(x, t)+o(At) .

f(x, t)=AtV(x)+f(x, t)+

AR F(x, £) + %Ataif(x, £) + o(At) .

Eliminando f(x, t) e com At — 0 obtém-se a equacdo. A equagdo pode

ser usada para calcular o valor de
)

expectacdo ou inversamente.
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A formula de Feynman Kac

f(X' t) = Ex; |:eftT V(Bs)ds] (]_)
satisfaz a equacdo
0:f + %a§f+ V(x)f =0.

Prova: Cdlculo semelhante ao anterior

exp {/;W V(B(s))ds + /HTM V(B(s))ds}

— exp {/:W V(B(s))ds} Cexp {/HTM V(B(s))ds}

-
= (1+AtV(B(t))+o(At))-exp{/ V(B(s))ds}
t+At
A expectacdo do lado direito em relacdo a Fyyip; €
(14 AtV (X:) + o(At)) - F(X(t+ AX, t + At) .

Expectacdo em F; e expansdo de Taylor prova a equagdo
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Integrais estocdsticos. Ito e Stratonovich

Integrais em relagdo ao movimento Browniano B(t) (B(0) = 0,
E[(AB)?] = At).

O incremento de B (t) no tempo dt representa-se por dB(t), embora nio
seja um diferencial no sentido habitual. Ndo se pode escrever

dB(t) = %dt porque B nio é diferencidvel.

A propriedade de incrementos independentes implica que dB(t) é
independente de dB(t') se t # t'.

O que ¢

0 March 2010 22 /35



Integrais estocdsticos. Ito e Stratonovich

Integral de lto:
Soma de Riemann: Com F(t) Fi—adaptado

YAt Z F tk ABk ,

t <t

com t, = kAt e ABx = B(tk+1) — B(tx). Se o limite existir o integral de
Ito é

Y(t) = lim Yae(t) = lim Y. Fte) (B(tk + At) — B(tx))

04 <t
Usa-se ABx = B(tx+1) — B(tx) e ndo ABy = B(tx) — B(tx—1) ! Portanto
E[F(tx)ABk | F,] =0
Ya: € uma martingale. Para tempos discretos
E[Yae(tni1) | o] = Yae(tn) -

No limte At — 0 conclui-se que Y'(t) também é uma martingale
mensurdvel em F;.
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Integral de Ito: Um exemplo

Se B(t) fosse diferenciavel, usando dB(t) = B(t)dt teriamos o resultado

Y (T) = 1 (B(T))>. Porém com

B(t) = 5 (B(tin) + B(t)) — 5 (Bltien) — B(t)

Yar(tn) = ), B(t) (B(txy1) — B(tx))

k<n

N[ —

—_

I
g

5 (B(tk+1) + B(t)) (B(tk+1) — B(tk))

_ 2 B(tky1) — B(tk)) (B(tky1) — B(tk))
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Integral de Ito: Um exemplo

Porque B(0) = 0, o primeiro termo do lado direito &
1
~B(t,)?
2 ( ”)
O segundo termo é uma soma de n varidveis independentes com valor

médio At/2 e variancia At?/2. A soma serd uma varidvel aleatéria com
valor médio nAt/2 = t,/2 e variancia nAt?/2 = t,At/2. Portanto

= Z (tes1) — B(t))? — T/2 quando At — 0.

l’k<T

Em conclusio: - .
/0 B(1)dB(t) = 5 (Bt~ T) .
-

O termo + resulta da ndo diferenciabilidade de B (t). Se B (t) fosse

diferenciavel
T (dB\?
At/ () dt — 0 quando At — 0
0 dt
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Integral de Stratonovich

Se em vez de ABy = B(tx1+1) — B(tx) se tivesse feito

ABy = B(tx) — B(tk—1), obtinha-se 1(B(T)2+ T).

A definicdo de Stratonovich usa ABy = £ (B(tk11) — B(tk—1))-

Nesse caso tem-se %B(T)Q. Porém o integral de Stratonovich ndo é uma
martingale.
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Diferencial de Ito. (Formula de Ito)

O diferencial de Ito é obtido a partir do integral. Seja F(t) um processo
estocdstico. Diz-se que dF = a(t)dB(t) + b(t)dt se

fmry—pmy:ATaumBuy+ATbtdt
Diferencial de Ito
d(B( )?) = 23( )dB(t) + dt

porque = 2f0 t)dB(t) +f0 dt .
Lema de lto:

df (B(t),t) = a1f(B(t), t)dB(t) + %aﬁf(B(t), t)dt 4+ 02f (B(t), t)dt .
isto é,

F(B(T). T)— (() 0)

/ B(t), t)dB(t +/ ( ()ﬂ+%amo@>m
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Lema de Ito

Prova do lema de lto:

Define-se At = T /n, t, = kAt, B, = B(tk), ABy = B(tk+1) — B(tk) e
fk = f(Bk, tk),

n—1

fo=fo =Y (fis1 = fi)
k=0

E[(AB)?] = At

1
foo1 — e = dw ik ABy + §afvfk (ABk)2 + 0:fil At + Ry,

|Rk| < C (At* + At |ABi| + |AB}]) .

Separando (ABy)? do seu valor médio

%aﬁ,fk (ABk)2 = %afvkaH— %afvfk((Aka — Al’) .
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Lema de Ito

n—1 n—1 1n—1
f,—fh = 9y i AB 9:efiAt+ = Y 92 At
0 kZ::O k k+kZ::0 tTk +2/§:o w ik

1 n—1 n—1
+5 Y %A ((B)° = Bt) + Y Re.
2 k=0 k=0
Os dltimos dois termos sdo de ordem maior que At. Portanto ao dividir

por At e fazer At — 0, estes termos tendem para zero.
O lema de Ito é muito util para calcular integrais estocdsticos. Exemplo:

d <:1)’B(t)3) = B%(t)dB(t) + B(t)dt

;B(t)3 - /OTd (;B(t)3> - /OTB(t)2dB(t)—|—/OT B(t)dt

Y(T) =[] B(t)?dB(t) = 1B(t)® — [;] B(t)dt
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Lema de Ito

Martingales:
Seja F(t) um processo adaptado com dF(t) = a(t)dB(t) + b(t)dt. F é
uma martingale se e s6 se b(t) = 0. We call a(t)dB(t) é a parte

martingale e b(t)dt o termo de deriva. Porque E[ [ a(s)dB(s) | F¢] =0
se b(t) for continuo, pode ser identificado através de

t+At
E[F(t+At) —F(t) | 7] = E[/t b(s)ds|]-"t}
= b(t)At+ o(At)

Derivacdo duma equacdo inversa pelo lema de Ito
T
Flw,t) = Eu . [/ V(B(s),s)ds]
t

R RICERIEA R
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Lema de Ito

E[F(t+At) —F(t) | F] = —E [/twt V(B(s),s)ds | ]-"t]
= —V(B(t), t)At+ o(At) .
Isto significa que dF (t) = a(t)dB(t) + b(t)dt com
b(t) = —V(B(t),t).

Mas também, b(t) = d,f + 392 f. Portanto,

0:f + %aﬁvar V(w, t)=0.
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Isometria de lto

Isometria de lto:

E [(/TT a(t)dB(t)>2] — /TT Ela(t)?]dt .

Aproximando por uma soma

2 a(tk)ABk .

T1<tx<T»

Uma vez que os diferentes AB) sdo independentes

Yo a(tk)’At.

T1<t,<Ty

0 March 2010 32/ 35



Equacdes diferenciais estocdasticas

dX(t) = a(X(t), t)dt +o(X(t), t)dB(t) . (2)

A solugo é um processo adaptado que satisfaz (2), ist é

X(T) = X(0) = /OTa(X(t), t)dt+/0TcT(X(t), £)dB(t)

O primeiro é um integral de Riemann e o segundo um integral de Ito.
Condigdes iniciais X (0) ~ up(x), em que up(x) é uma densidade de
probabilidade para X(0). Dizer X(0) = xo € o mesmo que dizer
up(x) = d(x — xo).
Movimento Browniano geométrico

dX(t) = uX(t)dt +oX(t)dB(t) (3)

X(0) =1, com deriva a(x, t) = px e volatilidade o(x, t) = ox
Solucio
X(t) — eyt—Uzt/Q—HTB(t) (4)
Verificacdo: Aplicacdo da formula de lto
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Propriedades do movimento Browniano geométrico

Consideremos o caso mais simples y =0 0 =1,
dX(t) = X(t)dB(t)
A solucdo com X(0) =1é
X(t) =exp(B(t) —t/2)

X(t) € agora uma martingale porque n3o hd termo de deriva,
EX (t+1t) | Fe] = X(2).

(5)

Porém, B(t) tem ordem de grandeza \/t. Para t grande, o expoente em

(5) é aproximadamente igual a —t/2, donde
X(t) =exp(B(t) —t/2) = e /250 quando t — o a.s.

Portanto o valor médio E[X(t)] = 1, para t grande, ndo corresponde a
trajectdrias tipicas, mas sim a trajectérias excepcionais. De facto

P(X(t) > 1) < e * para t grande
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Exercicios

7 - Verificar que
Fo(t)=B>—t

é uma martingale
8 - Verificar que

X = Xpe Bt (%)t

é a solucdo de
dXt - ‘uXtdt + UXtdBt
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