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Processos auto-semelhantes

O movimento Browniano (mB) é auto-semelhante
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Processos auto-semelhantes com incrementos estaciondrios

@ Um processo {X (t),t > 0} é autosemelhante se para todo o a
existe um b tal que

d
[X (at)} £ {bX ()}
b = al, e o processo diz-se H—autosemelhante (ou H—a.s.) - (a0 H
chama-se expoente de Hurst)
1

H= 5 no caso do movimento Browniano

0 Marco 2010 4 / 35
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@ Um processo tem incrementos estaciondrios (i.e.) se forem

independentes do tempo todas as distribuicdes de
{X(t+h)—X(t),t>0}
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{X(at)} = {pX ()}
b = al, e o processo diz-se H—autosemelhante (ou H—a.s.) - (a0 H

chama-se expoente de Hurst)

H= % no caso do movimento Browniano

@ Um processo tem incrementos estaciondrios (i.e.) se forem
independentes do tempo todas as distribuicdes de

(X (t+h)—X(t),t>0}

@ O movimento Browniano é autosemelhante, tem incrementos
estaciondrios e covariancia

E[X (6)X ()] = min (£,5) = 3 {t+s |t — 5]}
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@ Um processo {X (t),t > 0} é autosemelhante se para todo o a
existe um b tal que

{X(at)} £ {bX (1)}
b = al, e o processo diz-se H—autosemelhante (ou H—a.s.) - (a0 H
chama-se expoente de Hurst)
H = % no caso do movimento Browniano
@ Um processo tem incrementos estaciondrios (i.e.) se forem

independentes do tempo todas as distribuicdes de
{X(t+h)—X(t),t>0}

@ O movimento Browniano é autosemelhante, tem incrementos
estaciondrios e covariancia

E[X (6)X ()] = min (£,5) = 3 {t+s |t — 5]}

@ Haverd outros processos auto-semelhantes e com incrementos

estaciondrios?
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Processos auto-semelhantes com incrementos estaciondrios

Teorema: Se {X (t),t > 0} tiver valores reais, fér H-a.s., tiver
incrementos estaciondrios e variancia finita (IE [X (1)2] < 00), entdo a
sua covariancia é

E[X (£) X ()] = % [P 4 2 e sPLE [x (1]

Prova:

EX()X()] = 3{E[X* ()] +E[X* ()] - (X () =X (5))°
= {E[X* ()] +E[X? ()] ~E[X? (|t —s])]}

= 1 {t2H+s2H |t—s|2H}lE (X2 (1)]

O processo mais simples deste tipo é um processo Gaussiano chamado
movimento Browniano fraccionario (mBf), By (t), que se define de modo

a ter média nula E [By (t)] = 0. O mBf é o tinico processo Gaussiano
H-a.s. com incrementos estaciondrios.
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Dependéncia longa

@ O movimento Browniano (mB) é um caso particular do mBf para
H= % O que é que o distingue dos outros?
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Dependéncia longa

@ O movimento Browniano (mB) é um caso particular do mBf para
H= % O que é que o distingue dos outros?
e Dependéncia longa: Para {X (t),t > 0} H-as., i.e., 0<H<1 com

E [X (1)2} < oo define-se ‘ ¢(n)=X(n+1)—X(n) ‘

r(n) =E[E(0)&(n)] = % {(n+ 1" =20 4 (n— 1"} B X (1)

r(n) ~ 2H(2H-1)?H—2E [X (1)2} L H#AL
r(n) = 0 , H=1
0<H<3 ., Liglr(n)|<e

H= % descorrelacionado
T<H<1 , ©¥glr(n)] =00 , dependéncia longa
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r(n) = 0 , H=1
0<H<3 ., Liglr(n)|<e
H= % descorrelacionado
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1
e 0<H< % r(n) <0, n>1 (correlagdo negativa, processo
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Movimento Browniano fracciondrio (H=0.1)

Increments
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Movimento Browniano fracciondrio (H=0.3)

Increments
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Movimento Browniano (H=0.5)

Increments B(t)
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Movimento Browniano fracciondrio (H=0.7)

Bo(t)
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Movimento Browniano fracciondrio (H=0.9)

Increments Bos(t)
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Autosemelhanca e estacionaridade. Transformacdo de

Lamperti

Se Y (t) fér um processo estacionario faga-se
X (t)=t"Y (logt)

entdo X (t) é H-a.s.
Ao contrdrio, se X (t) for H-a.s. e definirmos

Y (t) = e X (&)

entdo Y (t) serd estaciondrio.
Exemplo: Se B (t) fér um movimento Browniano entdo

Y(t)=e 2B (e")
é estaciondrio.
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Ruido fraccionario

@ Ao processo
Yi =By (t+1) — By (t)

chama-se ruido Gaussiano fracciondrio
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Ruido fraccionario

@ Ao processo
Y: = By <t+1> By (t)
chama-se ruido Gaussiano fracciondrio
@ Grupo de renormalizacdo

t+N-1
TNiyt—><TNY NH Z Y
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Ruido fraccionario

@ Ao processo
Y: = By <t+1>—BH (t)
chama-se ruido Gaussiano fracciondrio
@ Grupo de renormalizacdo

t+N-1
Tn:Ye— (TaY), NH Z Y;

@ Teorema: Dentro da classe das sequéncias estaciondrias, o ruido
Gaussiano fracciondrio é o tnico ponto fixo do grupo de
renormalizacdo
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Ruido fraccionario

@ Ao processo
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chama-se ruido Gaussiano fracciondrio
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t+N-1
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@ Teorema: Dentro da classe das sequéncias estaciondrias, o ruido
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o Propriedades das trajectdrias do movimento Browniano fracciondrio
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Ruido fraccionario

@ Ao processo
Y: = By <t+1>—BH (t)
chama-se ruido Gaussiano fracciondrio
@ Grupo de renormalizacdo

t+N—1
TNiyt—>(TNY NH Z Y

@ Teorema: Dentro da classe das sequéncias estaciondrias, o ruido
Gaussiano fracciondrio é o tnico ponto fixo do grupo de
renormalizacdo

o Propriedades das trajectdrias do movimento Browniano fracciondrio

o (Continuidade de Holder de ordem )

P{weQ,sup Xt w) = X (s,0)] gcs} =1
[t —s|”
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Propriedades das trajectérias

e O mBf {By (t)} tem uma versdo continua cujas trajectérias sdo
continuas Hélder de ordem B € [0, H) e que quase-seguramente n3o
sdo continuas Holder de ordem ¢ > H.
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Propriedades das trajectérias

e O mBf {By (t)} tem uma versdo continua cujas trajectérias sdo
continuas Hélder de ordem B € [0, H) e que quase-seguramente n3o
sdo continuas Holder de ordem ¢ > H.

@ As trajectérias do mBf ndo tém variacdo limitada e ndo sdo
diferencidveis (g. s.).
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Propriedades das trajectérias

e O mBf {By (t)} tem uma versdo continua cujas trajectérias sdo
continuas Hélder de ordem B € [0, H) e que quase-seguramente n3o
sdo continuas Holder de ordem ¢ > H.

@ As trajectérias do mBf ndo tém variacdo limitada e ndo sdo
diferencidveis (g. s.).

e p—variacdo V), dum processo X (t)

V, (0, T) = sup i |X (ti) = X (tx—1)|?

partigdes j—1
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Propriedades das trajectérias

e O mBf {By (t)} tem uma versdo continua cujas trajectérias sdo
continuas Hélder de ordem B € [0, H) e que quase-seguramente n3o
sdo continuas Holder de ordem ¢ > H.

@ As trajectérias do mBf ndo tém variacdo limitada e ndo sdo
diferencidveis (g. s.).

e p—variacdo V), dum processo X (t)

V, (0, T) = sup i |X (ti) = X (tx—1)|?

partigdes j—1
@ indice | da p—variacdo

(X, [0, T]) =inf{p>0;V, (0, T) < oo}
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Se H n3o for 1/2 o mBf ndo é uma semimartingale

@ Semimartingales: Um processo chama-se uma semimartingale se
tiver a seguinte (Doob-Meyer) decomposicdo

Xt:XO+Mt+At

em que M; é uma martingale (local) e A; um processo continuo a
direita com variagdo finita. A variacdo quadrdtica duma martingale é
finita g.s.
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Se H n3o for 1/2 o mBf ndo é uma semimartingale

@ Semimartingales: Um processo chama-se uma semimartingale se
tiver a seguinte (Doob-Meyer) decomposicdo

Xt:XO+Mt+At

em que M; é uma martingale (local) e A; um processo continuo a
direita com variagdo finita. A variacdo quadrdtica duma martingale é
finita g.s.

o De E [|By (t) — By (s)|*] =E [|By (1)]*] |t — s|*" conclui-se que
/(B 10.T)) =

O indice duma semimartingale deve pertencer a [0,1] U {2}. Portanto
By (t) ndo é uma semimartingale a menos que H = 3
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Representacdo do movimento Browniano fracciondrio por

Integrais estocdsticos

@ Representacdo temporal
By (t) £
o (=)' F = (=)' 1) dB (u) + [y (= )2 dB (u)}
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Representacdo do movimento Browniano fracciondrio por

Integrais estocdsticos

@ Representacdo temporal
d
BH (t) - 1 1
o (=)' F = (=)' 1) dB (u) + [y (= )2 dB (u)}
@ Representacdo num intervalo finito
= C/ (t,u)dB(u)
K (t u)=
_1
{(E)H 2 (t— u)H_% —(H-13) u? HftxH*§ (x — u) H-3 dx}
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Representacdo do movimento Browniano fracciondrio por

Integrais estocdsticos

@ Representacdo temporal
d
BH (t) - 1 1
o (=)' F = (=)' 1) dB (u) + [y (= )2 dB (u)}
@ Representacdo num intervalo finito
= C/ (t,u)dB(u)
K (t u)=

1
L) =) h (M= 3 b [ (o ) o)
@ Representacdo espectral

B (X) = B1 + iBQ, Bl (X) = Bl (—X), BQ (X) = —BQ (—X)
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Representacdo do movimento Browniano fracciondrio

@ Representacdo em série de Paley-Wigner

Z e2iw,,t/T -1

By (t) = —— 2

o= s 2iwpt/ T

convergente em t € [0, T].

Os w',s s3o os zeros reais da fun¢do de Bessel J; 1y e os Z, sdo
varidveis Gaussianas complexas independentes com média zero e

variancia
— _ —2H ,_ _
E|Z,[ = (2—2H) ' T2 (1~ H) () " J72 (wa) V7! w, #0
V7T1 w,=0
Vr I'(3/2—H) T2-2H

T 2HT (H+1/2)T (3 - 2H)
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Uma aplicacdo: reconstrucdo do processo de mercado

Movimento Browniano geométrico como modelo de mercado 7

s _ pdt + odB (t)
St

Consequéncias:
Os incrementos do preco seriam log-normais

(|n5T> B 1 (ln (y——)(T—t)>2
27to? (T — t)

S; s 202 (T — t)

e auto-semelhantes, Lei(X(at))=Lei(a” X(t)) com coeficiente de
Hurst H =1/2

E‘S(t—FSA()t)—S(t)‘%AH
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Uma aplicacdo: reconstrucdo do processo de mercado

Porém
10"
: M
=
“ Z HHF
=z, ¥
_ @ 10 %
T
B &
¢ v
10° -
10 10 10
A

Modificacao: A volatilidade como um processo

@ (o,w') = u, (o,w') dt + 0y (%wl) dB (t)

que pode ser reconstruido a partir dos dados experimentais

o2 <o,w/> = Iim1 {E (log S¢4e — log 5t)2}

e—=0¢€
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Uma aplicacdo: reconstrucdo do processo de mercado

Volatilidade (o)

oc.o7
o.08
o.0os

oc.0a
©
o.03
o.02
o.o1

2000 4000 6000 8000

Resultado: O integral do logaritmo da volatilidade é bem representado
por
t/d

Y logo (nd) = Bt + Ry (t)

n=0

tendo Ry (t) propriedades de auto-semelhanca

E|R, (t+A) — R, (t)] ~ A"
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Uma aplicacdo: reconstrucdo do processo de mercado

200

400
[

10 /
ﬁ 2K
;b 0 ****
i":1o )
Eb 96
10
2000 4000 6000 8000 '10u 10 |
t A
dS; = ,ustdt—l-O'tStdB(t)
logory = B+ %{Bu(t)—Buy(t—20)}
6 é a escala de tempo de observacdo e H tem valores 0.8 — 0.9
U'(t) = 9e§{BH(t)—BH(t—5)}—%(%)2(521-/
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Parte Il - Nem tudo é Gaussiano

Lembremos o teorema do limite central: Sejam X1, X5, -+, X,
varidveis aleatdrias independentes com a mesma funcdo de distribuic3o,
com média u e varidncia 0?2 < 0. Entdose S, = X1 +Xo +---+ X,

P<5n—nygx) £>/X 1 o
NG e ) \ama?
Pergunta: O que é que acontece no caso geral, isto €, quando n3o se
exige 02 < 0 ?

Teorema (Lévy): Sejam Xi, Xp, - -+, X, varidveis aleatérias independentes
com a mesma funcio de distribuicdo e suponhamos que existem
constantes a,, b, tais que

P<X1+X2+'A'+Xn_an §X>

2

x_
o2

£ Fx)

n—oo

sendo F (x) uma distribuicdo ndo degenerada. Entdo F é estavel.
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Leis estdveis e infinitamente divisiveis

Uma lei de probabilidade ser estdvel significa que dadas X; and X, com
esta lei, existe a (a1, ap, b) tal que

1
X3 = & (31X1 + ar X — b)

também tem a mesma lei. Isto é, as distribuicBes estdveis sdo aquelas que,
a menos uma transformac3o linear, se reproduzem a si préprias por
convolugdo. Em termos da funcdo caracteristica ¢, estabilidade significa

¢ (a11) ¢ (221) = "¢ (aA)
Usando as propriedades da func3o caracteristica obtém-se:

A fungdo caracteristica ¢ (A) duma distribui¢do estavel, simétrica
em torno da origem, é necessariamente da forma

P(A) =e
sendo w € (0,2]. O caso & = 2 é o caso da distribuicdo Gaussiana. Se a

variancia fosse finita, o limite seria uma distribuicdo Gaussiana, portanto

0s outros casos correspondem a distribuicGes com varidncia infinita.
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Leis estdveis e infinitamente divisiveis

Uma distribuicdo de probabilidade Px duma varidvel aleatéria X chama-se

infinitamente divisivel se para todo o n existirem varidveis aleatdrias

Xl(l/") . -X,Sl/") tais que

X g Xl(l/n) 4. +X’£1/n)
isto é
Px = PX1<1/n> ¥k Pram
Caracterizacao pela funcao caracteristica

¢ (A) = (¢xam (A)"

Exemplos: Distribuicao Gaussiana

Py (A) = exp (i)\y - ;)\202> = (exp (mﬁ - ;/\2(22»
= (Pxam (A)"
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Leis estdveis e infinitamente divisiveis

Poisson

ox (1) = e (u(" 1)) = (o0 (4 (" 1))
= (Pxam (A))"

A distribuicdo de Poisson é
P(X:n): I’li, n:O,1,2,"'

- Uma distribuicdo estdvel é infinitamente divisivel, mas o contrdrio ndo é
necessariamente verdadeiro.

- O produto dum numero finito de fun¢Bes caracteristicas infinitamente
divisiveis é uma funcdo caracteristica que também é infinitamente divisivel
- Se ¢ for infinitamente divisivel |¢| também o é, mas o contrdrio é em
geral falso.
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Leis estdveis e infinitamente divisiveis. Caracterizacio

geral, Lévy-Khintchine

Leis estaveis (ndo necessdriamente simétricas)

¢ (L) = exp {i'y}\ —c Al [1 + i‘B‘j\\‘W (A, (x)] }

yeRO<a<2|Bl<1,c>0

_f tanF aFl
W(A"X)_{ Zlog|A| , a=1

Leis infinitamente divisiveis
i 3 A2C idx .
¢y (M) =E {e )‘X} = exp {/b/\ -5 +/R (e)‘ —-1- //\x1|x‘<1> v (dx)}

com

v({0}) =0 /R (1A [xP) vex < o0
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Processos

O movimento Browniano fracciondrio (uma versdo do) tem trajectérias
continuas

Uma nog¢do mais fraca é a nogdo de processo cadlag (trajectérias
continuas & direita e com limite a esquerda)

@ Processo de Lévy
a) X(0)=0
b) continuidade estocastica para todo o t > 0.
(Ve, lims—¢ P (| Xz — Xs| > €) = 0)
c) incrementos independentes e estacionarios
d) trajectérias continuas a direita e com limite & esquerda q. s.
Exemplos: deriva linear, Bm, Poisson, Lévy salto-difusdo

0 Marco 2010 27 / 35



Caracterizacdo dos processos de Lévy

Recordemos a representagdo da funcdo caracteristica das leis infinitamente
divisiveis

i 3 /\2C idx .
px (A) = E[e)‘x} :exp{/b/\—2+/R(e/\ —1—1/\X1M<1)1/(dx

= exp{Y (1)}
com
v({0}) =0 /R (1 ) vax < oo
Consideremos agora um processo de Lévy que vamos decompor
Xe =X+ (Xo—X1) + -+ (Xe — Xe1)

como os incrementos sdo independentes e estaciondrios conclui-se que X;
é infinitamente divisivel. Portanto para um processo de Lévy temos

E [ ] = exp {t¥ (1))

b — deriva, ¢ —difusdao, v —medida de salto
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Decomposicdo de Lévy-Ito

Corresponde a decomposi¢do do expoente de Lévy ¥ (1) nas seguintes
partes:

Y (A) = ibA
K
2

¥ (1) = /le (™ —1)v(ax)

v A) = / > (emx —-1- i)\x) v (dx)

v (A =

¥ (M) corresponde a uma deriva constante, ¥(2) (1) é um movimento
Browniano, ¥(3) (1) um processo de Poisson composto e ¥(*) (1) uma
martingale com um nimero contdvel de saltos de amplitude menor que um
em cada intervalo de tempo finito.
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Exemplos de processos de Lévy

Movimento Browniano
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Exemplos de processos de Lévy

Processo de Poisson

10 —

count
[5)]
1
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Exemplos de processos de Lévy

Difusdo e saltos

0 Marco 2010 32/ 35



Exemplos de processos de Lévy

Processo de Cauchy

-120
—-160
—200

-240 +——
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Exemplos de processos de Lévy

Subordinador
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Algumas referéncias para aprofundar os temas do curso

o Probabilidades e processos
R. Durrett; Probability. Theory and examples, Brooks/Cole 2002.
O. Kallenberg; Foundations of modern probability, Springer 2002.
P. Embrechts e M. Maejima; Selfsimilar processes, Princeton Univ.
Press 2002.
L. J. S. Allen; An introduction to stochastic processes with
applications to biology, Pearson Prentice-Hall 2003.

e Financas e matematica financeira
J. C. Hull; Risk management and financial institutions, Pearson
Prentice-Hall 2007
Y.-D. Lyuu; Financial engineering and computation, Cambridge Univ.
Press 2002.
M. Baxter e A. Rennie; Financial calculus, Camb. Univ. Press 1996.
H. Follmer e A. Schied; Stochastic Finance, W. de Gruyter 2002.
N. El Karoui; Couverture des risques dans les marchés financiers,
www.cmap.polytechnique.fr/~elkaroui/masterfin034.pdf
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